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.- Resumé

La Morphologie Mathématique et la Théorie
Fractal sont deux methodologies pour la
caractérisation et representation du monde
physique. La premiére, basée sur les principes
d'Inclusion et
transformations, a éte utilisée pour décrire un
nombre important de phénoménes en Sciences
de Matériaux, Biologie, Teledetection,... & partir
des images du phénoméne. Cette théorie trés
générale, est adaptée a chaque probléme
d'étude. Aussi bien dans le cas de
transformations morphologiques que dans le
cas de modéles, un ordre et un choix de ces
transformations, ainsi que les lois de
construction des modéles sont bien définies
pour aboutir a une bonne modélisation. La
deuxiéme méthodologie, concept géométrique
développé par B. Mandelbrot que de maniére
mathématique
aléatoires, considére une recurrence des
formes qui se répétent, de facon plus fine a
échelles aussi plus fines. Ce qui rend si
puissant ce concept est la dimension fractal,
permettant de modéliser différents
phénomeénes physiques par un seul parametre.
Dans ce travaille nous nous propossons de lier
d'une maniére trés simple ces deux notions ou
plutdét méthodologies.

ll.- Introduction.

Notre travaille concerne deux concepts qui ont
éte mis dans le domaine de I'Analyse d'Images,
mais qu'ils appartiennent plutét au monde de
la physique. D'une part, la notion de la
dimension fractal (Objet
mathématique et physique, Géometrie fractal),
développée par B. Mandelbrot. D'autre part, la
Morphologie Mathématique développée par G.
Matheron et J. Serra avec tout un ensemble de
chercheurs de I'Ecole de Fontainebleau [1],[2].

Le succes remarquable de ces méthodologies
est da bien évidement a leur efficacité pour la
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d'ldempotence des

caractérise des structures-

fractal, étre

description des objets réels. Pour la premiére
notion, son élegance révéle sur des objets trés
complexes, une structure d'une simplicité rare
(un seul paramétre) [3][4].

Pour la deuxiéme notion, basée sur les
principes a) Inclusion, b) Idempotence, pour la
conception de transformations
morphologiques, permet de charactériser
différentes phénoménes physiques. Deux
concepts sont fondamentaux 1) Transformer
pour comprendre et modéliser, 2) Mesurer pour
évaluer.

Le premier principe (inclusion) ~pour la
modélisation du monde visuel, suive le méme

but que le principe d'additivité dans le monde |

sonore. Les transformations qui remplisent ce
principe  sont appelées  Transformations
Croissantes et conmutent avec I'union. Le
deuxiéme principe implique un procés
d'irreversibilité. La reconnaissance d'un objet
signifie simplement que tous les autres
composants ont été éliminées de la scene.

Néanmoins, d'un point de vue pratique, ce

principe permet de mieux choissir (ou
proposser nos transformations) et au méme
temps fournit d'une structure de semigroupe
{plutot de monoides) aux transformations.

II.1.- Concepts de dimension
liégs a la forme. (Géometrie
Fractal).

DIMENSION D'"HOMOTHETIE.

La famille de courbes de Von Koch (figure 11.1)
est une illustration idéale de la propriété
d’homothétie interne des objets fractals dont
la définition est la suivante: ‘




- d'eaux L.P.E [5].

(obtenues par un ensemble de transformations
morphologiques) et de la ligne de- partage

aucune segmentation d'images (ou au plus une
segmentation  partielle). Cette deuxiéme
approche devient trés interéssante
specialement sur des images trés complexes
ou la téchnique de segmentation risquerait de
donner des résultats aberrants. Dans cette
méthode d'Analyse d'Images, des
transformations sont appliquées sur les
images, puis des mesures sont réalisées pour
estimer des paramétres tels que la moyenne,
covariance, variogramme, granulométrie,...
Dans ce cas, la M.M. fournit aussi une famille
de modéles caractérisant plussieurs types de
situations ou les objets sont interprétés
comme des réalisations d'ensembles
aléatoires[6],[7]. '

Nous n'allons pas donner ici une revue de la

M.M. puisqu'il existe un esemble d'ouvrages
en francais, anglais, et pourqoi pas en
espagnol. Néanmoins, certains concepts,

définitions et quelques théoremes importantes

-pour la compréhension de ce travail seront
décrits plus ou moins de maniére exhaustive.

11.3.- Plan de Travail.

¥ -

Dans le prochains chapitres nous allons
donner initialement quelques définitions
_importantes de la morphologie mathématique.
Puis nous introduirons d'autres concepts
adaptés a notre probléme particulier. Ensuite
nous caractériserons un objet fractal par notre
méthode. Nous allons finir ce travail par une
serie de conséquences réeles (applications) et
par un ensemble de questlons a repondre dans
Iavemr
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D'autres, s'appliquent sans’

Proposition 1.,

1. -Morphologie
Mathématique dans le cadre
Booleen

Nous nous propossons de travailler dans cet
étude dans le cadre binaire des treillis

booléens du type ((F) ensemble des parties
de l'ensemble E. De cette maniére pour tout

élément X de g (F) existe X° (unique puisque
le treillis est distributif) tel que XX =.

Dans les treillis booléens la complementation .

X — X° induit une dualité qui produit une
correspondance entre les transformations
VY:p — g et son dual ¥* exprimée par

PO = (Y.

D'aprés un résultat algébrique classique .

EcpE).TepE)

On sera tout a fait interéssé au tranformation
croissantes V. o — g telles que pour tout
X etYde p(E),Xc Y= Y(X) cW(Y) et qui

. communtent avec I'union (intersection) qu'on

appelera Dilatation (resp Erosion) exprimées
par:. ' :

81 X) =0 8(X)

Dilatation.

| 8((? X =0 e(Xi

Erosion.

X< p©,50)=E 5@)=2

A chaque application
correspond une unique

8: p(B) > p(B

: _erosmn donnée par:

'S(X)

U{B € 50(5) 5(B) c X}.



D lim

. @ -logSe)logle))  (13)

La Ionguéur de la courbe "C" est donnée par -

L ( S(s)

Dapres 1. 3) L(a) Ke 1D

On remarque qu'il est possible d'utlllser des
La méthode de '

dilatations pour estimer "D".: »
recouvrement selon Minkowski revient en
termes de M.M. a opérer une dilatation de taille

€ de I'enéemb‘le "c".

S(E) daire R(E)

appelée
Minkowski. '

saucisse’ de

Nous verons plus tard cette estimation lors de
‘la présentation de notre
caractérisation. :

LIENS ENTRE DIMENSION D'HOMOTHETIE,
DIMENSION DE RECOUVREMENT

On obtient une surface -

concept de.

| Dans notre apportation,
© cette partie sur trois axes difféerents (1)la.
~ notion de dimension fractal ici exprimée ne

"sera ‘prise en compte que de maniére
ET

‘DIMENSION TOPOLOGIQUE.

1

.On sait qu"une courbe de Von Koch peut étre
recouverte de N(g;) disques de diamétre
gi=1/r" . et que le.

montrer aussi  [Kahane-Salem

et la dimension d'homothétie pour les courbes

fractales & homothétie interne. Une courbe (ou -
dimension.

surface) ' réguliere a  une
{topologique) Dt = 1 (ou Dt=2). Un objet fractal
posséde une dimension d'’homothétie interne
ou de recouvrement non entiere appelée
dimension fractal. On a alors D>1 pour une
courbe fractale (D>2 pour une surface). Les
' notions  précédentes peuvent cependant
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concept de
Haussdorf-Besicovitch coincide avec celui de
la dimension d’homothétie (eq. (Ii.1)). On peut:
63] . la
coincidence. entre la dimension de Minkowski

.Mathemathue M. M.

s'appliquer a4 des objets ‘ réguliers, elles
coincident avec la dimension topologlque par

exemple

‘ On 'remplace chaque segment par lui méme

SR = 1/N:>D_LOG(N) 1

LOGW®)

" 'Lés objets fractals décrits au travers des
" définitions  (11.1),(11.2),(11.3), ont Ies propriétés
I suwantes

(a)- lls sont extremement |rregul|ers et ceci a
toute échelle.

(b) llé__ SOnt auto-similaires; quelle que soit
1'échelle

adoptée, ils présentent
géométriquement. ou statlsthuement le méme
aspect :

nous reprendrons

comparative, (2) Nous propossons .différentes
maniéres de caractériser un objet fractal , (3)
Une .étude purement topologique n'est pas
envisagée, néanmoins nous donnons quelques
commentaires. Nous verrons, que les phrase

écrites tout au début de ce travall ont une .

sngmflcatlon trés réel.

II 2.- La Morphologle -

En M.M. ils existent différents approches pour
la = caractérisation de structures. Parmi
celles-ci, certains font appel a la segmentation
d'images basée sur les notions des marqueurs



Une partie _quelconque d'un _objet fractal apparait
comme une réduction homothétique de son ensemble.

On constate qu'a une étape "i" de sa
réalisation les rapports des logarithmes du
nombre de ses segments et celui de leur taille

est indépendante de I'étape "i" que I'on
consideére:

LOG(NY) _ LOG(N) _ '
o)~ 10G() D (1.1)

i+1

_ i+2
Figure(ll.1) Courbe de Von Koch. .

*Autosimilarité: Quelque soit I'échelle_& la_quelle
~on se place, la courbe de Von Koch présente le
méme aspect.

DIMENSION DE RECOUVREMENT.

Une courbe fractale natureile ' présente
également une autosimilarité; son degré
d'irregularité est comparable a tout échelle.
L'’homothétie interne est ici une propriété de
nature statistique de I'objet. Pour définir une
dimension fractale sur de telles courbes on

utilisera. un ensemble réguliere recouvrant
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celles-ci. Les deux notions suivantes adoptent
ce principe:

-Dimension selon Haussdorf Besicovitch.

On considére tous les recouvrements de la
courbe "C" par des réunions connexes de

disques de diameétre g, centrés sur “C". Soit
parmi les recouvrements celui qui contiene le

minimum N(g) de disques. La dimension de

recouvrement est donnée par la relation
suivante:

lim ' | ]
D= Locen - (1.2)

g0 LOGE

Remarquons que la longueur L(g) de la courbe
fractal "C" mesurée a [laide d'un compas
d'ouverture epsilon (selon ([1.2)) est:

L(e) =Ke'P

-Dimension de Minkowski.

On prend en compte chaque point de la courbe

"C" sur laquelle on centre un disque de

diamétre €. La réunion de ces disques forme

ainsi un Ruban R(g) de longueur £ qui est
I'ensemble de points dont la distance a "C" est

au plus égal a €. Soit S(g) I'aire du Ruban R(g).

On définit la dimension de Minkowski selon:



Egalement a chaque érosion correspond une
unique dilatation. Cette dualité au sens de
deux treillis complets isomorphes (la classe de
dilatation et la classe deros:ons) peut étre
exprimée par:

5() < Y e X ce(Y)

On pourrait étre plus générale en utilissant le
SUP pour l'union et le INF pour I'intersection et
entrer dans le cas de treillis de fonctions.
Néanmoins, dans cette premiére approche
(relation MM et Fractals) nous resterons dans
le cadre binaire.

TRANSFORMATIONS ET
MORPHOLOGIQUES DE BASE

FILTRES

Dans le cas Euclidien, nous définissons les
transformations de base, Dilatation et Erosion
données respectivement par:

55(X) = XOB-= U{Xs : b € B} - ()
£2(X) = XOB= ~{X, : b < B}

v .
ou B est le transposé de B.

La Dilatation et [I'Erosion sont des
transformations croissantes. La Dilatation
(resp. L'Erosion) est extensive (resp.

anti-extensive). Néanmoins, ni la Dilatation, ni
I'Erosion sont des transformationes
-idempotentes. A partir de ces, deux
transformationes il est possible de définir tout
un ensemble de transformationes (filtres), qui
remplissent le principe d'idempotence. On va
décrire seulement les deux filtres de base: la
Fermeture et I'Ouverture Morphologique:
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1)

Fermeture ¢B(X) = 8555()() (1.2)

Ouverture yp(X) = dxes(X)

La Fermeture (resp. Ouverture) est une
transformation croissante (resp. croissante),
extensive (resp. anti-extensive) et ldempotente
(resp. idempotente).

-GRANULOMETRIE PAR DES OUVERTURES.

‘Le terme de Granulométrie est utilisé pour la

description de la distribution de taille des
particules. En M.M., nous tamissons des -
ensembles et des fonctions de la méme
maniére qu'on le fait physiquement a partir
d'un tamis. La description axiomatique de G.
Matheron permet de donner le régles pour une
définition correcte d'une Granulométrie.

Soit ¥ une famille de transformationes
dépendant d’un paramétre A (positif) qui vérifie

i) Croissance X ¥ = ¥ (X) c ¥, (D)
i) Anti-extensivité¢ ¥r(X)c X -

Independance = de  [I'ordre des

transformationes:

Y, ()) =¥ . (Y (X)) = ¥surp,(X)

ce dernier axiome implique [idempotence.
L'ouverture morphologique v,z avec B
compact . convexe (A facteur d'homothétie)

remplie ces axiomes (Egalement la fermeture
pour définir une Anti-Granulométrie).

On peut associer a la granulométrie par des
ouvertures deux fonctions, appelées fonction
de distribution granulometrique F(A,X) et la



fonction de densité granulometnque g(x X),
exprimées par:

F()\’ )0 P(X)—H(YA(X) (11.3)

g()":><) = EZF(}"!)O

ou p est la mesure de Lebesgue.

-ELEMENTS EXTREMES MORPHOLOGIQUES.

Lorsqu'on décrit un élément X e p par
intermédiaire d'une étude de son évolution lors
de I'application d'une famille de
transformationes du type Erosion ou Ouverture
[2], il est interéssante d'observer la dermere
étape de I'évolution.

a) Erodé Uitime. On suposse une famille g,

décroissante de paramétre A positif, avec
go=1 (1 étant l'identité). Considérons la
classe d'éléments ((Am.x) en faisant varier A

entre [0,Amax] et telle que €jmix = . Nous
appelons Erodé Ultime de X I'ensemble:

Us(X) =e,(X) : p=sup{r:ex(X) = T} .

avec X € ©(Amax)

b) Eléments Critiques d'une Granulométrie. On
va associer a chaque Granulométrie ses
éléments critiques. Soit I'ensemble X. On dira

qu'il est critique pour A=An quand:
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A<=z A>0 =>n@)=0

et A; = sup{A : ya(X) = O}.

Lorsque k_T An =Y d Y»» €t nous avons

Ya(X) =A{Vn(X) 1 A <Ap} =M,
et par idempotence de I'ouverture
Yin(M,) =M,. Puisque nous savons que les

invariants (ensembles qui restent invariants
aprés transformation) BAn ¢ BA pour tout

A<Ain Mn-est invariant pour tout ouverture
plus petite que An:

}\, < )\.n = 'Y)_(Mn) = Mn

)\>)\.n :>YX(Mn)= @

Au contraire, tout M, € g tel que I'ouverture

Yamax(Mp) = O cdrrespond adne [0, Amax] tel
que Mn est critique pour An. |

SQUELETTE PAR OUVERTURES.

Definition 1. Le squelette d'un ensemble X est

“le lieu de centres des boules B(x, r) max:males

de X:

SX) =u{x € X,3B(x,nN < X}

" et d'aprés un théoréme de C. Lantuejoul

SR =g, [(Xop 1.3)/7“ ;(XGpB1 (N4)

ot pB est une boule ouverte de rayon p.

A tout point du squelette S(X) on peut associer
le rayon de la boule maximale correspondante.
On définit ainsi une fonction gx sur S(X), a




valeurs dans R* qui est appelée fonction
d'étanchéité (quench function) ou fonction
" d'extinction

S(-> R*

x—> r, B(x, r); maximale

(111.5)

On peut montrer que le squelefte de X peut
s'écrire comme l'union des résidus des ouverts
successifs de X.

GRANULOMETRIE DES
CRITIQUES DES RESIDUS.

ELEMENTS

On va introduire dans ce partie un nouveau
concept sur la granulométrie. On peut mieux le
voir en utilisant le concept de résidu d'un
opérateur aggissant sur X (ensemble ou
fonction). - Soit X [I'ensemble initiale et
rg(X) =X-¥Y(X) le résidu de X aprés
application de W (voir les axiomes pour définir
une granulométrie). Nous calculons la suite
suivante de transformationes:

Soit An I'éllérr.lent critique de X, alors

Gan+1 - M1 (X) = X =y (X) =X

Can = fxn(><) =X =y(X)

Ean-1 = M1l (X) = En — Yan-1(Ean)
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Ca1 =Nz @ oo 1ha(X) = N1 (Ga2) |
avec (y1 = (111.6)

Nous observons que les Ai sont les éléments
critiques des résidus et exprimés par:

i = SUPEL: Y(Eirt) = D} et

i e I;(denombrable)

On va définir deux nouvelles fonctions,
semblables a celles qu'on a définit dans le cas
de la granulométrie par des ouvertures. On va

les appeler fonctions de distribution Fecr(Ai,X)
et de densité Gecr(Ai,X) des éléments critiques

des résidus.

n
HOO- 2 HYaiGara))
i=k

109)

FC(Kk,X) =

Qu'est-ce qui se passe entre les éléments
critiques des residus Ak et Ak+1. Puisque
Yr(Ck+1) =D avec A dans (Ak,Ak+1) nous
définirons Fecr(Ai,X) par:

'Fecr(x,X) = Fc(Ak,X)

pour tout A dans
[AK,Ak+1). :

Puis de maniére plus naturelle, Gecr( A,X) est
donnée par:

Gecr(h, X) = LFecr(A, X)



IV.- FRACTALS ET M.M.

Probléme de Percolation.

IV.1.- LE PROBLEME DE PERCOLATION.

Afin de motiver notre approche, nous allons

introduire un probléme réel et d'essayer de le
lier a notre approche.

Le probléeme de Percolation est décrit de la

maniere suivante[8]:

Dans Chaque union (BOND) entre structures d'un
treillis nous associons un nombre de remplissage de
valeur "1" avec une probabilité "p" et la valeur "0"

s'il n'existe pas (the bond is missing).

La notion clé dans la théorie de Percolation est
l'existence d'un seuil de percolation nommé
valeur critique "pc" de la probabilité de
remplissage. Quand p<pc, il n'y a que des
agglomerats (clusters) finits. Lorsque p>pc, il
existe un agglomerat infinit, donc l'existence
du phénoméne de percolation. Le seuil pc est
analogue a une temperature critique. Afin de
~ décrire le comportement d'échelle dans une
" région critique on introduit la notion

Ap=p-pc

Kirkpatrick (1978,1979) a fait la supposition
que le point clé du probléme de percolation a
deux dimensions pourrait étre ['existence
d'une structure fractal pour la modélisation de
ce probléme. :

(V1)

Dans [8], on décrit d'une maniére exhaustive ce
probléeme & partir d'un treillis fractal. Nous
allons réproduire quelques résultats, puis on
va introduire notre approche.
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IV.2.- LE TREILLIS FRACTAL.

{Construction Géometrique).

On va commencer par un carré conducteur. On
élimine a chaque étape (de maniére recursive)
un quart (voir figure (IV.1).

n=
n=1
LY
MMM
Figure(lV.1)

A I'étape "n" de la construction, I'objet serait
constitué de M = 3" carrés de c6té "¢, sila

taille initiale était L =2"C. Dans ce cas
deterministe, le Treillis Fractal ressemble a
'objet fractal Sierpinski gasket. Tous les deux
objets ont la méme topologie et la méme
dimension fractal D=LOG(3)/LOG(2). Une
réalisation aléatoire est faite en éliminant un
carré de maniére arbitraire. Sur figure (IV.2)



Figure(IV.2).-(a) Construction deterministe et aléatoire. Facteur de remplissage f=3/4

¢a) DETERMINISTIC FRACTAL

Figure(IV.2a) .

Figure(IV;ib) _

~(b). Construction Aléatoire P=1 -> f=3/4 et P=0.6 -> f=(4-P)/4.

Page 11



nous montrons les deux cas; Construction
~deterministe et Construction Aléatoire. Le
modéle du treillis fractal de coté “c" et

correlation en longueur £c=L est auto-similaire
‘dans tout I'échelle entre "c¢c" et "L". H est
possible, en choissisant ¢=1, de touver une

correspondance entre |'étape "n" et Ap :
2" =x ~(Ap)~™N

On va décrire la généralisation de l'idée de
construction de Kirckpatrick propossé dans[8],
en permettant un facteur de réduction
arbitraire "f" de la fraction conductrice a
chaque étape (les figures IV.2 correspondent a
f=3/4. Le paramétre "f"' est appelé facteur de
remplissage (filling facteur). . Une
. répresentation du reseau est montrée sur
figure(lV.3). Les carrés conducteurs sont de
resistences Zo=R, tandis que les carrés
éliminés est une capacitance "C" et impedance

&=1/(iCw) independante de la taille.

E Zo n=1

"1

Zo Zo

Figure(lV.3)

Pour construire un treillis fractal de valeur
arbitraire "f" (1/2<f<1), on remplace chaque
conducteur par une cellule contenant deux
conducteur en parallele dans la - moitié
inferieure et la partie superieure contenant
4(1-f) capacitances et 4f-2 conducteurs (tous
en paraliele). A I'étape "n" de la construction

le treillis fractal est constitué de 4”7 éléments

parmi lequels (4f)" sont
De cette facon, l'ensemble

de circuit,
conducteurs.
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conducteur

peut étre identifié par sa
-dimension fractal: .
__ log(4h)
df= g @ (IV.2)

laquelle est définie entre 1 et 2.

L'impedance eléctrique est définit de maniére
recursive par:

+ ﬂ]-1

Z,. f
Zn = "_—‘l + [40_’) 2,7_1

2 Tl

IV.3.-CONSTRUCTION ET CARACTERISATION

D'UN TREILLIS FRACTAL DETERMINISTE PAR
TRANSFORMATIONS MORPHOLOGIQUES.

IV.3.1.- Sierpinski Gasket (S.G.) et les Eléments
Critiques. :

D'abord, on va commencer pour construire le
Sierpinski Gasket (S.G.) (Treillis Fractal
Deterministe) en utilisant les _éléments
critiques des résidus. ' ' )

On se donne un ensemble compact X initiale
(ou X est un triangle) de c6tés L (figure 1V.4).



L Figure(IV.4)

Soit I'ensemble ouvert G; G= X. Donc, G est

dense en X. On calcule I'élément critique A1 de

X:

Y31 5K # <

on peut observer que A1 =1/2 (facteur

d'’homothétie). A partir du calcul d'une
granulométrie des éléments critiques des
résidus on pourra créer notre Sierpinski
Gasket a une échelle donnée. Les facteurs
d’homothéties des élémets critiques, a
I'échelle (ou étape) "n" seront données par la
rélation:

An = 1127

Sur figure (IV.5) nous montrons le résultat
obtenue a I'échelle n=3. On peut bien observer
que l'ensemble tranformé de X complementé
pourrait étre caractérisé par un squelette par
ouvertures. L'élément structurant étant un

triangle AG (A facteur d’homothétie). -

Nous aurions la fonction d’extinction:

SX)— R*
ax(X) = .
: X=> An, B(X, Ap), max.

(IV.3)
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On en parlera de ce type de caractérisation
lors d'une  modélisation plutdt frequentielle)
dans un prochaine étude.

n

S i) = pa(Xn)

1(Gro) +
: i=1

L
Figure(iV.5)

Considérons une caractérisation d'un point de
vue granulométrique. On caractérise d'abord
les résidus de X. Aprés différence ensembliste
des éléments critiques sur les résidus on aura:

X1 = X/‘YM ()0 A1=1/2 élément critique.
X2 = X1lya2(X1) A2=1/22) élément

critique.

° o o o o

Xn = Xn¥.1 Iy an(Xn-1)

An = 1/2" élément critique.

En mesurant les éléments Xn, nous avons
d'une part




le perimétre:

- 11(Xn) = p1 X (Xn-1)) =
00 = F2+V2)L

et l'aire:

H2(Xn) = p2(Xn-1/yan(Xn-1)) =
u2(Xn) = J(L%12)

ou u est la mesure de Lebesgue ( put.le
perimétre, p2 l'aire, 13 le volume).

D'autre part, la mesure sur les éléments

critiques sera donnée par:

X pni@Gi)) =
i=1

(1/3)
i=

G H2+42)L
1

(IV.4)

et pour l'aire:

n

> p2(i€i) =
i=1

n
1/3) =
i=1

32 '

(IV.5)

Par le critére de convergence du cociente:
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lim
“N—> 00

inf l 3";:;3?’ =3/4 <1

Il existe donc, convergence absolute. 3/4 étant

le facteur de remplissage. Pour n a l'infinite
l'aire converge a (L*L)/2. Tandis que le
perimétre diverge. Néanmoins, il existe une
rélation entre le perimétre de Xn et celui des
résidus donnée par:

avec {)0 = X. (lV-G)'

* OBSERVATION: La notation a été inversée a

- celle qu'on a définie dans I'équation [II1.5].

. Egalement, entre l'aire de Xn et celle des

éléments critiques on a la relation suivante:

n

R2(Gro)— T pa(yu(Gai-1)) = p2(Xn)
‘ =1

(IV.7)

On va tirer quelques conséquences de cette
deniére équation. Nous normalisons (IV.7) par

rapport & pa(Cao) = p2(X);




‘ n
1-(

(G ) () = 2252
I : o

1

Dans I'objet fractal qu'on utilise nous avons;

m2(Xn) = FL212; pa(X) = L212

alors;
n - N
1-( 2 peiGu)p2X)=G)"
i=1 '
- (Iv.8)
independant de "L". On va définir cette ',

nouvelle fonctionnelle par:

Ferimy =)

en calculant le LOG nous arriverons au

résultat suivant:

LOG(Fan(rn)) = ILOG(3/4)

qui est une droite de pente LOG(3/4).

IV.4.- CARACTERISATION D'UN- OBJET

FRACTAL ALEATOIRE PAR LA
MORPHOLOGIE MATHEMATIQUE.

On a montré la maniére de construire un objet

fractal deterministe par des transformations

morphologiques. Nous allons suivre une autre
démarche pour construire et caracteriser un
objet fractal. Sur figure {IV.2) on montre deux
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types de fractals ayant [a. méme dimension. Le
premier étant déterministe, le deuxiem étant
aléatoire. En utilisant la méme démarche pour
construire I'objet fractal aléatoire (section IV.2)
nous allons le caractériser par une

‘Granulométrie par Ouvertures et par une

Granulométrie des éléments critiques des
résidus.

3
5% S E
3 X
L
- AN

Figure(IlV.6) . T

A différence de la démarche utilisée dans la
section(lV.3) ou X était un triangle, ici on
considére le carré. Nous avons vu que a
I'étape "n" si le c6té du carré était "c", alors le
co6té du carré initiale serait L =2"C. Le
perimétre suive une méme loi. Le facteur de
remplissage étant 3/4 a toute étape quelque
soit la nature de I'objet fractal (deterministe ou
aléatoire).. ' ‘ '

Qu'est-ce se

passe-t-il dans le
complementaire?. »

~ Considérons L=1, alors, l'aire pour "n" sera

donneé par :
n=t  (113)%

. . - ; 2 -
n=3 ARG +5+%)




n
n 1/3) =
' i=1

3y7
%)
On obtient une caractérisation similaire a celle

qu'on a obtenu sur section (IV.3).

Proposition. Soient X I'ensemble initiale et les

Ai les éléments critiques des résidusCN'H ()()
. Alors:

k_) 1iCain)= X

/

N1 =2
l. |

ncU YXJ(CW )= Z RraGain)) =X

/ / . :

Caractérisation une Granulométrie par des
éléments critiques des résidus de X.

Soit B I'élément structurant un carré de coété

1/2 et ayant 'origine au centre du carré. A un
facteur d’homothétie entre 0 et 1. En calculant

les éléments critiques des residus de X les
facteurs d'homothétie auront les valeurs:

A= 1120 kg = 11271, Ay =112
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On calcule les fonctions de distribution
Fecr(Ai,X) et de densité Gecr(Ai,X) des
éléments critiques des residus. Sur figure
(IV.7) on montre les deux fonctions pour le cas
deterministe et le cas aléatoire. Nous

travaillons ici dans le treilllis 0 (Z?) (images

binaires de 256x256).- On observe que les
structures a différentes échelles sont bien
detectées (64,32,16,...). En plus, la relation

Gecr(Mi, X)Gecr(har, X°) = 3/4

pour tout "i" est correcte, qui est le facteuf de
remplissage.

Ce facteur est vérifié, méme dans le cas
aléatoire. Dans ce cas, il faut reunir dans une

méme classeAn les valeurs voisines des
fonctions Fecr et Gecr . Par exemple, pour

An=64, nous donnons la nouvelle valeur a
Gecr(64,X)=Gecr(63,X)+Gecr(64,X)+Gecr(65,X)
et . Gecr(63,X)=0,Gecr(65,X)=0. Ce
re-échantillonage permettra de vérifier .le
facteur de remplissage.

Pour analyser le comportement de Gecr() et
Fecr() sur un objet non-fractal, on a créé des

- images ayant un facteur de remplissage égal a

1/2. Ceci correspond a une dimension fractal
égal a 1 (Df=1). Donc, de méme dimension
topologique. La courbe sur figure(IV.8) montre
que il n'y a plus une bonne définition des
classes, donc des structures bien séparées a

différentes échelles et fonction de 2.

Caractérisation par une Granulométrie par des
Ouvertures.

On considére également B ['élément
structurant étant un carré de mémes
caractéristiques que dans le cas d'une

granulométrie des éléments critiques. On
calcule la fonction de densité et de distribution

granulométrique F(A,X) et G(A,X). Sur figure
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Figure(lV.7} (a} .- Fonctions de Distribution Granulometrique des Eléments
Critiques. Cas deterministe et cas aléatoire. (b).- Fonctions de Densité
Granulométrique des Eléments Critiques, Cas deterministe et cas aléatoire.
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Granulométrie par des Eléments Critiques.
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Figure(lV.8).- Granulométrie des Eléments Critiques Fecr pour une dimension
‘Fractale Log{3)/Log(2) et pour Df=1,
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(IV.9) et (IV.10) nous montrons les résultats
obtenus. Il est interéssante a commenter:

1) Les différentes échelles sont bien détectées
et séparées (64,32,16,....).

2) Le facteur de remplissage peut étre calculé
sur le fractal aléatoire, néanmoins il n'est pas
possible de le faire sur le fractal deterministe. Il
faudrait utiliser un triangle comme élément
structurant.

3) On detecte d'autres structures, ayant un
comportement fractal entre deux échelles

intermédiaires. Par exemple, entre A=32 et
A=64 on trouve des structures aux échelles
A=32+8 et A=32+16.

IV.5 RENSEIGNEMENTS TIRES DE CE TYPE
'DE CARACTERISATION.

La caractérisation d'un objet fractal Xn (a

I'échelle "n" peut étre réalisé par de
transformations morphologiques:
Granulométrie © par des Ouvertures et

-Granulométrie des éléments critiques des
résidus. Ce type d'approche est différent
d'autres déja rapportées dans la bibliographie
ou l'on utilise des dilatations (transformations
non-idempotentes). Dans notre cas, les deux
maniéres de caractériser (granulométrie par
. des ouvertures et par des éléments critiques),
. donnent des résulats semblables l'une de
F'autre. Néanmoins, la
semble-elle extraire d'autres informations a
une échelle intermédiaire et qui présentent des
caractéristiques bien corrélés avec I'objet
fractal. D'une facon générale:

1) Les caractéristiques fractals perent étre
determinées par des transformations

idempotentes (ouvertures) en travaillant sur le

complémentaire de I'objet fractal.

Page 19

granulométrie

2) Les différentes échelles des structures des
transformées sont bien detectées et répresent
le comportement réel de I'objet fractal.

3) On peut avoir un estimé du perimétre a -
différentes.échelles a partir de I'équation IV.6.
Ceci permettra de connaitre .la dimension
fractal. On sait bien que le perimétre est un
paramétre peu fiable en Analyse d'Images.
Néanmoins, par construction de cet objet
fractal, cette mesure peut étre utilisée avec de
bons résultats.

4) Question: Qui donne-t-if la meilleure
caractérisation Gecr( Fecr) ou G (F)?.




- Granulométrie par des Ouvertures
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Images 512x512 cas aléatoire.
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V.-CAS GENERALE
-RACTERISATION D'UN OBJET
FRACTAL PAR DES TRANSFOR
-MATIONS MORPHOLOGIQUES.

D'UNE CA-

V.1.- INTRODUCTION,

On a vu dans le chapitre précédent la maniére
de détecter et caractériser un objet fractal par
des transformations morphologiques. Dans ce
partie, on va suivre deux axes différents pour

généraliser et étudier des objets fractals par

intermédiaire de comparaison d'un objet fractal
donné et certains références. Une premiére
étude consiste a créer un objet fractal (avec un
facteur de remplissage 3/4 par exemple),
ensuite, construire d'autres objets a partir de
cet élément de base (en faisant des unions-par
"~ exemple) afin de créer une deuxiéme référence.
La premiére pourrait étre considérée comme la
référence d'une probabilité pc (seuil de
percolation) et la deuxiéme comme une
référence pm (étant la conductivité maximale
souhaitable). Puis, comparer une préparation
intermédiaire ‘avec le deux références et savoir
le dégré de proximité a celles-ci.

s

Une deuxiéme voie, consiste a changer le

- . facteur de remplissage, comme on l'a décrit au

‘début du chapitre IV. Nous proposerons une
maniére légérement différente pour concevoir
ce facteur de remplissage. Nous verrons qu'on
arrive au mémes résuitats, d'un point de vue
d'un reseau électrique, que ceux qu'on a
obtenu dans [8]. ’

V.2.- Combinaisons Linéaires entre différentes
Structures Fractals.

Deux types de transformations ont été décrites
et appliquées dans les chapitres précédents
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- Si nous

pour caractériser un objet fractal; (a)
Granulométrie par des Ouvertures et (b)
Granulométrie des éléments critiques des
résidus. Ayant certains diffénces, il semble
qu'ils sont, tous les deux, utilisables pour la
caractérisation des objets fractals.

D'aprés l'introduction, nous allons suivre la
démarche suivante; 1) on va caractériser
séparement deux références par des
transformations morphologique, 2) puis on va
réaliser la méme procédure de caractérisation
d'un produit intermédiaire et, 3) on va réaliser
une combinaison linéaire entre les mesures
des caractéristiques morphologiques des
références en fonction des celles d'un produit
intermédiaire. Ce type de démarche a été déja
utilisé dans[9]. En utilisant des modéles
morphologiques théoriques (Modéle . de

Feuilles Mortes, Modéle Booléenne,...) on a pu

montrer qu'il était possible d'arriver sans
aucune hypothése , a des bons résultats.
Néanmoins, dans la méme référence [9], on a
utilisé la Granulométrie par des Ouvertures
avec des résultats, dans certains cas,
aberrants. La raison des ces problémes lors de
son utilisation était, presque slrement, da au
fait qu'il faut faire des hypothéses (assez
fortes) pour suivre ce type de démarche. Nous
réproduisons ces hypothéses dans ce partie:

Premiére hypothése: Il n'y a pas d'intéraction
entre les compossants de base de la structure
(c'est le cas trivial).

Deuxiéme hypothése : Il y a des intéractions
entre les compossantes de base de la structure

‘et l'on considére donc que les fonctions de

distribution et densité granulométriques
comme des transformations remplissant la
propriété d'additivité. '

observons les courbes
granulométriques (aussi bien pour le cas de la
granulométrie par des ouvertures comme pour
la granulométrie des éléments critiques), on
pourrait vérifier que les différentes classes (les
strcutures de base) sont bien séparées les
unes des autres. Cette observation nous
permet d'assurer que la caractérisation par




ces deux types de transformations remplissent
. les hypothéses pour les utiliser.

Pour vérifier ces suppositions nous allons
suivre I'expérience suivante;

1) On va créer un fractal Xﬁ de facteur de

remplissage 3/4 (comme celui qu'on a déja
décrit). On va le caractériser comme la
premiére référence (seuil pc par exemple).

2) On va faire l'union de trois réalisations
aléatoires de cet objet

XTUX2UX3=Xa", et

caractériser comme la deuxiéme référence.

3) On va créer des produits intermédiaires
(union de deux fractals par exemple) et on fera
la comparaison avec les références.

Une deuxiéme hypothése et ici nécessaire:

Soient X},,X%,)(‘s,, des

différentes. Alors pour n>>1 (facteur de échelle
assez grande) nous supposons:

u(Xxh (\X]n) 0 p.s. (presque sdrment) pour
i #] alors:

'n. . nt .
S ouh)=p( U Xh)
=1 i=1

L'hypothése, bien qu'elle est générale, dans le
cas pratique dependra de la résolution de
I'image. Sur figure (V.1) et V.2) nous montrons
les images des unions de fractals.
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- .critiques .
. ces équations et qui seront les fonctionnelles

i=1
~ fractal ’
on va le

réalisations .

Il semblerait que nous pensons travailler avec
Xn, et non pas avec le complémentaire. Nous

.rappelons que les équations (IV.6) et (IV.7)

nous permettent de lier Xn avec les éléments
Nous réproduissons une partie de

qu'on va utiliser.

n o ‘ -
2 miGu-1)) = Pa(hn X)

n

> pe(ilGiit)) = F2(hn, X)
i=1 -

le facteur W(C20) a été éliminé des équations
puisqu'il s'agit d'une constante pour les
références et les produits intermédiaires. Nous
observons que nous ne définissons pas de
nouvelles fonctions, il revient & travailler avec
les fonctions de distribution et de densnte des
elements critiques.

Une fois établies les hypothéses et conditions
de travail, nous allons prendre le cas le plus
simple en utilisant seulement deux références.
On va définir notre notation aussi bien dans le
cas de la granulométrie par des ouvertures que
pour celle-ci des éléments critiques.

Gecr(hi, XP%), Fecr(h;, XP°)

sont les références des fonctions de
distribution et densité des éléments critiques
de la structure fractal au seuil de percolation

llpc .




_ FRACTAL I1MAGES

Ca) RANDON FRACTAL () UNION OF THO RANDOM FRACTALS

Figure(V.2).- Union de deux Fractals et Union de trois Fractals.
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G(Mi, XPO), F(Mi, XP°)

mémes références, mais pour les fonctions de
distribution et densité granulométrique.

Gecr(hi, XP™ax) F(;, XPmax)

sont les références des fonctions de
distribution et densité des éléments critiques
de la structure fractal au seuil maximum de
percolation. |

G(hi, XP™2X), F(h;, XP™2X)

mémes références mais pour les fonctions de
distribution et densité granulométrique.

-G(hi, XP), F(L;, XP"), Gecr(h,, XP™)
Fecr(hi, XP")

intermédiaires.

sont les fonctionnels

La proximité entre les produits intermédiaires
et les références seront faites par des
combinaisons linéaires de la forme:

n n :
T FOuXPMy=py T F(A,XP)
i=1 i=1

n
p2 X
i=1

F(x;, XPmax)

n ' n .
> Fecr(A,XP"y=py; T Fecn(h;, XP)+
i=1 i=1
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n
p2 ¥ Fecr(A;, XP
i=1

(v.1)

avec la condition p1+p2=p1+(1-p1)=1.

Sur figure(V.3) et (V.4) on montre la fonction de
distribution des éléments critiques et Ia
fonction de distibution granulométique par des
ouvertures respectivement. Nous observons le
caractere baricentrique des
intermédiaires par rapport aux références. Ceci
dit, que les hypothéses pour l'utilisation d'une
Granulométrie (par des ouvertures ou par des
éléments critiques) seraient -elles remplies.
Cependant, si on observe dans les premiéres
classes des courbes une rapport de proximité
similaire, ce ne serait pas le cas pour les
derniéres classes (64). Ceci est da au
probléme de résolution des images (On utilise
des images 256x256). On fait la méme
experinece avec des images 512x512. La figure
(V.5) montre les résultats obtenus. Il y a dans
ce cas un bon rapport de proximité pour la
classe (a 64). '

V.3.- Changement de la Dimension Fractal.

" Au début du chapitre (IV) (section 1), nous a

réproduit la généralisation propossée sur []
afin de décrire el probléme de percolation en
fonction de la dimensién fractal. Ici, on va
suivre une démarche similaire, néanmoins une
petite variation a cette généralisation est
propossée. Notre facteur de remplissage sera
changé a la forme suivante:

courbes -
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Granulométrie par des Eléments Critiques -
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P=1 alors trois cellules p.s. sont remplies.
P=0 alors quatre cellules p.s. sont remplies.. '

(p.s. presque sdrement). Nous aurions des
réalisations aléatoires

Xe p'(p)c p(E)

ot p/(p=0)=E ps.

Donc, on introduit une probabilité de
remplissage P entre [0,1] qui partitione

I'espace E. Le facteur de remplissage est
donné par la rélation suivante:

f=(4-P)n/4n

Et Ia»dimension fractal restéra entre 1.5 et 2.

D'apres cette convention I'équation (IV.8) aura
la fome: -

n
1-C 2
=

2 (YaiGar )2 () = (D"

1 o
(V.2)

qui est la fonctionnelle quén a définit comme
Fcri(An). Aprés transformation par le LOG sur
les deux membres de I'équation ’

LOG(Fcri(Ap)) = nLOG(%
(V.3)

Donc, on aura une famille de droites ou les
pentes seront données par: '

LOG(%E
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Pour vériifier notre approche, un ensemble de
test ont été réalisé. D'abord, nous allons
comparer les fonctionnelles utilisées en
fonction du caractére aléatoire de I'objet
fractal. C'est a dire, pour un "p" donné on
construit un objet de deux facon différentes:

1) A chaque étape "n" les deux carrés
inferieurs et le carré superieur a gauche sont
remplies. Le carré superieur a droite est
remplie par une probabilité "p" donnée.

2) A chaque étape "n" trois carrés sont remplis.

lis sont choissi de maniére aléatoire. Le carré .

qui reste est rempli avec une probabilité "p".

Le premier objet aura des réalisations tres

proches les unes des autres. Tandis que pour
(2) nous aurons des réalisations completement
aléatoires, donc trés différents les unes des
autres.

Quelle est la raison de réaliser ce test? En fait,
analyser théoriquement les configurations (1)
sont beaucoup plus facile que les réalisations
du type (2). Donc, si statistiquement les
réalisation du type (1) sont les mémes que
pour les réalisations du type (2) il suffira de
caractériser théoriquement (1) pour
caractériser les réalisations du type (2). Sur la

“section (IV.4) nous avons montre que un objet

fractal de facteur de remplissage 3/4 avait les

- mémes caractéristiques morphologiques et

fractal qu'une réalisation aléatoire de facteur
de remplissage 3/4 (on I'a montré de maniére
statistique). Sur figure (V.6) et (V.7) montrent
des réalisation aléatoires pour différents
valeurs de "p". Tandis que sur figures (V.8) et
(V.9) nous montrons les courbes
granulométriques des éléments critiques pour
les cas (1) et (2) respectivement (avec
p=1.0,0.8,0.6,0.4,0.2). Il semble donc, que
analyser le cas- (1) nous .permettra de
comprendre le cas (2). ‘




V.4.- Conductivité Eléctique.

D'aprés le travail de Clerck et all [8], nous
pouvons suivre la méme démarche. Sur figure

(V.10) nous montrons a nouveau le resau
equivalent des cellules.

Figure(V.10)

Donc, pour p=0, nous aurions une impedance
totale Zo. Pour un "p" donné la valeur de
I'impedance en fonction de "p" sera donnée
par la relation:

_Zes [P, DT
Zy=T [ 2+ 3R]

ef puisque f =(4-p)/4; .

_ Znt [4(1—0 (4f—2>]-‘
Zn= >t T

On définit la relation hn = Zn-1/E

_ — (1-0hn—1+f
hn = T(hn-1) = hp-y 2(1-Hhe2F1
T est une transformation rational qui lie h en
deux étapes sueccessives. T peut étre vue
comme un space réel re-normalissé. Par
iteration de cette équation pour n=0

-
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hp=T"Cho).

Nous reviendrons a tous ces résultats dans un
deuxieme étude. Ici, on a voulu seulement
montrer qu'on pouvait arrivé aux mémes
résultats présentés dans [8].

V.5 Le Choix de I'élément structurant.

Le point clé dans [lutilisation - des
transformations morphologiques est I'élément
structurant. C'est I'ensemble qui nous permet
transformer l'image, puis aprés mesure de -
I'ensemble transformé, connaitre les propriétés
qui le caractérisent, Anisotropie, homogénéité,
Granulométrie,...

: Egalement, dans nottre approche, le choix de

I'élément structurant joue le réle principale
pour la caractérisation de Iébjet fractal. Lors
de la construction du S.G. (figure(lV.5)), nous
l'avons caractérisé par des tranformations
(Squelette, Granulométrie) ou [I'élément
structurant avait la forme d'un triangle. C'est
élection étant assez évident puisque les
structures de base étaient des homothéties
d'un triangle. Néanmoins, lors de l'utilisation
de carrés comme des éléments structurants,
nous sommés arrivés a des résultats
similaires. Il était aussi normale en raison de la
maniére de construire cet objet fractal. C'est ici
qu'on se posse une question Quels seront les
autres renseignements qu'on puisse extraire a
partir d'autres éléments structurants? La figure
(V.11) montre le S.G. deterministe et les
éléments crtiques du S.G. en utilisant des
disques(ouverts). Il suffit de trouver les
éléments critiques pour la structure la plus
grande (Triangle), puis affécter cette
caractérisation par un facteur d'’homothétie
donné par: 1/2". On aura toute I'information
compléte S.G.




<o) MANDON FRACTAL Pui.O (h) RADON FRACTAL P20.8

Figure(V.6b).-

- Figure(V.6) (a).- Fractal Aléatoire P=1 et P=0.8 (f=(4-P)/4). (b) Fractal Aléatoire P=1 et
P=0.6. 4
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2> UNION OF THD RANDOMN FRACTALS (h) UMION OF THD THREE FRACTALS

Figure(V.7a) .-

~ FRACTAL IHAGES

" Figure(V.7b).-

Figure(V.7) (a).- Fractal Aléatoire P=1 et P=0.4 (f=(4-P)/4). (b) Fractal Aléatoire P=1 et
P=0.2. 4
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Granulométrie par des Eléments Critiques

Fecr
o
(4]

1
T

04 + i

0.3 +

i
- N MO W = NMO0O W0 = NMO W = IS
- = N M O < T WO O© O™~ OO O

Taille des Ouvertures

Figure(V.8).- Fonctions de Distribution Grahulométrique des Eléments Critiques
pour P=1,P=0.8, P=0.6, P=0.4, P=0.2. Cas (1).
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Granulométrie par des Eléments Critiques.
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Figure{V.9).- Fonctions de Distribution Granulométriques des Eléments Critiques
pour; P=1,P=0.8, P=0.6, P=0.4, P=0.2. Cas(2).
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Figure(V.11)

Mais, il pourrait y avoir des conséquences lors
de l'utilisations des disques. Sur figure (V.12)
nous présentons le APOLLONIAN GASKET
(dimension fractal 1.306951). Pour sa
construction -on utilise 3 disques tangentes
deux a deux pour créer un triangle circulaire.
Puis on determine les éléments critiques. On
observe que cet objet n'est pas auto-similaire.

En plus, I'estimation de sa dimension fractal a

été un probléme dificile a resoudre. Cet objet
resemblerait plus a la caractérisation par des
disques. L'analyse de cet objet est beaucoup
plus dificile. Donc, le choix de I'élément
structurant permettra de mieux compredre une
structure et de mieux l'analyser.

VI. CONCLUSION.

Dans ce travail on a présenté d'une maniére
trés générale le type d'approche de
caractérisation des objets fractals. On pourrait
méme dire trop générale. Cependant, le but
principale de ce travail était de montrer des
résultats théoriques et experimentales
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" structures

La  possiblité

preliminaires. L'approche qu'on a propossé

_nous montre la probable puissance pour son
. application.

Néanmoins beaucoup  de
questions se possent et pas mal des résultats

~montrés, restent encore sans une direction

trés precise. Nous les propossons ici, afin de
pouvoir les repondre au fur et @ mesure qu'on
continuera ce travail. : ‘

D'un point de vu théorique on se proposse a
mieux comprendre l'union de deux fractals. Ce

- point est trés important pour la suite. En M.M.,

lorsqu'on travaille dans le domaine de models
aléatoires, on parle de la stabilité. Par exemple
l'union de deux réalisations d'un modéle

Booléenne est un modele Booléenne. C'est. '

dans ce cadre que nous nous placerons pour
repondre a cette question. D'autres possibles

 rélations avec les modéles en M.M. seront
"cherchés (Le modéle de droites poissonnienes -

figure (V.13) serait inteféssante a étudier tout

au début).

Sur le plan pratique, nous nous propossons de
caractériser correctement le probléme de
Percolation (comme dans le travail réalisé dans
[8]). On étudiera les possibilités de estimer la
correlation en longueur par notre méthode.

Une autre voie, propossé par J.C. Pineda
Castillo, consiste a esayer de caractériser les
correcteurs d'ordre  non-entier  (théorie
developpée par Oustaloup). Egalement quels
sont les conséquences de prendre en compte
un analyse de voissinage entre les différentes
(éléments critiques) dans le
processus de percolation.

C'est ici, que le variogramme pourrait donner

des indicatrices.

~ Traiter aussi d'autres objets fractals par cette

méthode (droites poissonnienes par exemple).
d'application dans Ia
caractérisation d' agglomerats problemes de
difusion,...

Enfin, il semblerait interéssante de commencer
a travailler, au moins d'un point de vue
théorique, le cas 3D (Trois dimension) et sur
une étude topologique. On n oublle pas l'étude
frequentielle.
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