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0.- RESUMEN.

En un primer reporte desarrollado sobre un conjunto bdsico de programas de Morfoiogia
Matemadtica se presenté de manhera general las herramientas realizadas, asi como otras por
realizar (DESARROLLO DE UN SOFTWARE DE ANALISIS DE IMAGENES MEDIANTE
TRANSFORMACIONES MORFOLOGICAS 14 de Julio de 1993). Este segundo reporte tiene como
objetivos 3 puntos fundamentales: 1) Dar una consistencia tedrica al primer reporte ya
desarroliado, 2) Corregir los errores cometidos en en primer reporte, sea por problemas
simplemente de escritura, sea por problemas mas fuertes de tipo formal, 3) Describir las nuevas
transformaciones implementadas y mejorar la descripcion de las realizadas en un primer reporte,
Debido a todos estos cambios, decidimos igualmente cambiar el titulo del reporte inicialmente
dado.

l.- INTRODUCCION.

La Morfologia Matematica (M.M.) es una técnica de Andlisis de Imdgenes del tipo conjuntista.
Dicha técnica nacid en los afos 60's propuesta por G. MATHERON y J. SERRA. Fué
desarrollada por todo un conjunto de investigadores en la ahora llamada Escuela de
Fontainebleau {Centro de Morfologia Matematica de la Escuela Nacional Superior de Minas de
Paris) [1],[2]. '

Desde un punto de vista mas estricto, deberiamos catalogar a la M.M. como una metodologia para
la caracterizacion y representacion de fendmenos fisicos. En efecto, dicha teoria nacié bajo
estudios realizados sobre la porosidad, que llevé a formalizar dichos trabajos a partir de
Conjuntos Aleatorios Cerfrados. Después, por otro lado, a concebir modelos teéricos basados en
sus inicios en el modelo hooleano y por otra parte a la concepcién de nuevas transformaciones
morfoldgicas y a su formalizacion. Dada la potencialidad de esta herramienta, en estos momentos
sus areas de aplicacion son numerosas; Ciencias de Materiales, imagenes Médicas, Analisis de
Escenas, Teledeteccidn, Filtraje no-lineal, industria Aglomentaria, Geostadistica, ... _

Los principios de base de la M. M. para la modelizacion del mundo visual es por un lado el
principio de inclusion, que sustituye al principio de aditividad que rige en el mundo sonoro
y por otra parte la idempotencia de las transformaciones. E! primero confiere a las
transformaciones la propiedad de irreversibilidad. Todo lo contrario que  ocurre en el mundo
sonoro, donde dos sefiales fy g se adicionan (f+ g) y pueden ser separadas faciimente (f + g) -
g = f (reversibles). Un segundo principio concierne la idempotencia de las transformaciones,
llamados filtros morfoldgicos, en M. M,

‘Pe'l =¥ : '
Este Gltimo principio provee de una estructura de semigrupo (o Monoides) a ciertas
tranformaciones. Aunque esta teoria es completamente general (sobre todo latice) en este trabajo
nos proponemos trabajar en el marco de la Morfologia Booleana.

Hablar de todo el conjunto de transformaciones en M.M. esta fuera de este contexto.
Desarroliaremos una parte importante de esta teoria la cual serd implementada en un software
B3l '

En M.M. las transformaciones de base .(no consideradas filtros morfolégicos) son la
Dilatacién y la Erosion. Es a partir. de estas dos transformaciones elementales que podremos
construir todo un edificio de transformaciones mas complejas. Las estructuras de datos
y los procedimientos (algoritmos) a implementar dependeran fuertemente del tipo de
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transformacion. Sin embargo, una gran cantidad de transformaciones complejas seran
construidas a partir de primitivas basicas.

Il.- MORFOLOGIA BOOLEANA. LATICES BOOLEANOS.
(referencia [2],[4]).

Definicién 1l.1.- Un latice completo T es un conjunto parciaimente ordenado tal que para toda
familia (X)ies de elementos de T admite:

1) Una cota superior dada por: Ve Xj

2) Una cota inferior dada por: Ajes X
Esto implica la existencia de un elemento universal "E" y un elemento nulo .

. VYXeT,O<X<E
Definicién 11.2.- Una aplicacion & (resp. €) de T sobre T es una dilatacién (resp. una erosion) ssi la
aplicacién conmuta con el SUP (resp. INF):

d(vXi) = vo(X)) - a(/\X;)=/\s(X,-j XieT ... seesnresenssvessenans (1.1)

| con &(D) = y‘e(E)'= E

Proposicién I1.3.- A cada dilatacién & sobre el latice completo corresponde una Unica erosién €
dada por: '

eX)=v{Be T,8(B)<X} . : | v sensesrenes n.2) |

y a cada erosion € corresponde una Unica dilatacién 8;

dX)=n{Be T,&B)zX} - e reereessierrens (11.3)

La proposicion precedente, describe entre erosiones y dilataciones, una relacién de dualidad
(diferente de la dualidad por complementacion de la cual hablaremos mas tarde). Se trata de una
dualidad en el sentido de dos latices completos isomorfos que constituyen la clase de dilataciones
y de erosiones sobre T. Dicha dualida se describe por:

SOOSY S XSHY) © X YET s 14)

Definicion 11.4.- Un latice completo T el cual es igualmente:

(i) Distributivo
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[ Xv(YAD =(Xv AKXV D)

IXY.ZeT L XA(YVD=(XAY)V(XAZ)

(ii) Complementado
[ XAY=0

VX YeT
7.3 | XvY=E

es llamado Latice Booleano Completo.

En este trabajo nos proponemos entonces trabajar sobre transformaciones binarias sobre un
latice Booleano del tipo JO(E) siendo el conjunto de todas la partes {(conjuntos) del conjunto E.
Igualmente en el caso de funciones f: E ->T, de E sobre un latice completo T ( que llamaremos TE,
Mas especificamente en nuestro caso p(Rz) caso Euclideano ( aunque en la realidad (imagenes
digitales se aplicara sobre. p(ZZ) ). En caso de funciones (imagenes en niveles de gris) sera el
conjunto de aplicaciones de R? sobre R provisto de la relacion de orden:

vig e p(R?), fsge= Vx e R%fX) < g(X)

En los latices Booleanos, la complementaciéon X — X° induce una dualidad que produce una
correspondencia entre un mapeo ¥ : p — p ,y su dual ¥* definida como:

() = [R(XO)°

.- TRANSFORMACIONE‘S DE:‘BASE EROSION Y DILATACION MORFOLOGICAS.
CERRADURA Y APERTURA MORFOLOGICA.(Un punto de vista mas Geometrlco)
ELEMENTOS EXTREMOS Y GRANULOMETRIA

Iil.1.- Erosion y Dilatacidn Morfolégic'a (Funcion Distancia)..

- La Erosidn y la Dilatacion morfologmas son definidas de una manera general a partir de
funciones estructurantes: , :

Proposicién {ll.1.-Sea E un conjunto arbitrario. La relacién T E — g (E) es equivalente a una
dilatacién de o (E) definida por la relacién:

I) = I'(x), Xe pE
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inversamente, cualquier dilatacion de @(E) dentro de el mismo determina una tnica funcién
estructurante I' . £ — (E). Usando proposicion 11.3. es posmle introducir de manera analoga ia
Erosion.

Caso Binario.

Estas definiciones, bien que generales no nos permiten desarrollar  algoritmos simples
para su realizacion en un lenguaje dado. Consideremos un primer caso dado por las imdgenes
binarias. Bajo estas condiciones es posible simplificar nuestra notacion;

88(X) = XeoB= U, Xx  Dilatacién Binaria
xeB :

................................... (1)

es(X) = X©B= N, Xx Erosidén Binaria

XeB

" donde B es el transpuesto de B con respecto al origen (simétrico). Estas dos
transformaciones son iterativas, i.e. el dilatado (resp. erosionado) de tamano nB (n factor de
homotecia), es lo mismo que el dilatado (resp. erosionado) de n veces de X por B.

8n8(X) = 6p(ds(***d8(X)))

n veces. . e evssieeresesseesenesnssins (In.2)

en(X) = ep(ep(***en(X))) « -

Estas dos transformaciones cumplen un conjuntb de propiedades algebraicas. Sin embargo,
hablaremos sobre ellas en la préxima seccion (referirse a 1.1,1.2). ‘
Podemos decir que estas dos transformacuones son crecientes: Para todo conjunto X e Y, tal

que X c Y tenemos que:

es(X)ces(Y) 85(X) c o5(Y)

La Dilatacién es una transformacion extensivasy la Erosién es anti-extensiva:
Para todo X tenemos que:

Xess) 0 Xoes)

Sin embargo, estas transformaciones no son filtrados morfoldégicos puesto que no cumplen
la propiedad de Idempotencia.
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De un punto de vista mas geométrico, diremos que la Dilatacién de un conjunto X por B
(elemento estructurante) es el Ilugar definido por el complemento del origen x de los
trasladados de B cuando dicho conjunto Bx no toca el conjunto X.

Mientras que la erosion sera definida como el lugar de centros de los trasladados de B (Bx)
cuando éste se encuentra completamente al interior de X. La figura (ll.1) muestra estas
nociones, mientras que en la figura (ll.2) mostramos una imagen de granos de café, asi como el
dilatado y el erosionado de dicha imagen utilizando un elemento estructurante hexagonal de
tamafno 4. Se puede observar como estas transformaciones no conservan la conectividad inicial
de la imagen. L.a erosion tiende a elminar las componenetes conectadas mas pequefias que el .
hexagono de tamafio "4". Mientras que {a dilatacidon conecta componentes que estaban aisladas y
en el caso de existir hoyos dentro de las particulas individuales de tamafio mas pequefio que el
hexagono de tamafio "4" los eliminara.

\ P55 8
: '2" £
£ 4 siss
o, . /
5 SN
RN
(a) Imégen Original. ) , | (b). Dilatado. - '(c)Erosionado.
Figura(lil.1).- Transformaciones Morfoldgicas basicas (b) Dilatacién, (c) Erosién.

Definicidén lil.1.1: Funcidén Distancia.

Pareciera que esta parte saliera completamente del contexto del capitulo aqui tratado. Sin
embargo, la funcion distancia es una transformacion-Morfolégica que sintetiza toda la informacion
contenida dentro de los erosionados succesivos de un conjunto dado (y por dualidad también
puede sintetizar la de los dilatados). Esta funcién llamada "funcién distancia" y escrita pg estd

definida para un conjunto G abierto por; o
pe(X) = d(x,G%)

( la distancia de x a G°, la cerradura topolégica del complemento de G). Esta funcién es
verdadera en el caso digital: ’

px(X) = dg(x,X°)

donde B puede verse de dos maneras; 1) El tipo de trama utilizada (Hexagonal, Cuadrada,
~ Euclideana,...}, o 2) como. el tipo de elemento estructurante utilizado (Hexagono, Cuadrado,
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{b) Erosionado. (c)Dilatado.

Fgura (I.2).- Transformaciones bdsicas en M.M. (b)Erosidn y (c)Dilatacion.




Disco,...). En otras palabras, el conjunto de puntos para los cuales px(X) > N es la erosién de X
por B de tamafio "n". Un conjunto enorme de transformaciones pueden ser obtenidas a partir de
esta transformacion, Algo interesante que se puede decir, es que esta transformacion tiene dos
caracteristicas muy importantes 1) Comprime la informacién (por ejemplo, 255 erosionados

. succesivos pueden ser almacenados en 8 bits), y, 2) Aumenta la velocidad de tratamiento (una

erosion numérica sobre 8 bits equivale a 255 dilataciones binarias). La figura (1ll.3) muestra esta
transformacion.

Ultimo Erosionado

(a) Objeto Iniciall (b)funcién Distancia.

" Figura(lll.3).- Funcién Distancia.

- _caso de Niveles de Gris.

Las mismas propiedades y observaciones pueden realizarse en el caso de imagenes en
niveles de gris intercambiando la unién por el sup V (interseccion por el inf).
Reportaremos algunas definiciones y propiedades. g

88(f0) =V {fx-¥):y « B}
es(fX) = A{kx-y):y e B}

Podemos decir que la dilatacién (resp. erosién) sobre funciones es extensiva (resp.
anti-extensiva), creciente, pero no idempotente. Versiones algoritmicas para el caso de una
trama cuadrada y elementos estructurantes cuadrados pueden ser extendidas del caso
binario. La figura (111.4) ilustra estas transformaciones.

o ........... I (111.3)

Sub-Grafoy "Sobre-Grafé".
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{b) Erosionado de (a) por un Hexdgono de tamano 4. (b} Dilatado de [a) por un Hexagono de tamano 4.

Figura(lil.4).- Tranformaciones bdsicas en MM. {[caso Numerico).
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Todos los conceptos anteriores fueron dados para el caso de conjuntos, lo que concierne
especificamente al caso binario. Es posible extender estos conceptos al caso de imagenes

numéricas (funciones). Es en efecto la nocidn de sub-grafo permite ligar las funciones y los

conjuntos cerrados. Dada una funcion "f", el conjunto;

SG(Hh={(x,t): f(x) < t, cont eR}

es por definicion el sub-grafo de "f'. Si la funcidon es semicontinua superiormente, el conjunto
SG(f) es cerrado. Inversamente, si "f' es semicontinua inferiormente el “sobre-grafo” de “'f"
definido por,;

SrG(H = {(x,t): f(x) 2t, cont € R}
es un conjunto cerrado. En la figura [}1.5]), se muestra el sub-grafo y el sobre-grafo de una funcién

"f'. Las definiciones de la M.M. que se aplican a las lmagenes en niveles de gris son las mismas
que aquellas de la Morfologia Binaria.

f(x)

s
%

X->
Figura(lil.5). - Sub-grafo de una funcién semicontinua superiormente.

Definamos un mapeo ¥ de TI'[|R™'| — I'(R™);(cerrados de R™! como invariante (o
conmutando con) al seccionamiento por {plano perpendicular al eje "vertical" )1t (~e < t< w)
cuando para toda funcnon semlcontlnua superlormente “f* sobre R" tenemos;

WX = ¥ (h A TL = XY (A

En otras palabras, ¥(f) puede ser construido nivel por nivel de tal manera que cada nivel es la
imagen de ¥ del correspondiente nivel de "f". Esta propiedad tiene las siguientes consecuencias;

Teorema Ili.1.- Sea el mapeo definido anteriormente. Si Wes compatiblé con el seccionamiento,
entonces la clase de conjuntos cerrados contenidos en el hiperplano n-dimensional perpendicular

"~ aOtes cerrada bajo ¥, Alin 'més"ﬁ‘P es compatible con las ahamorfosis, es decir;

Sr¥(fy = ‘I’[S(f)l
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II.2.- Filtros Morfoldgicos de Base. Apertura y Cerradura Morfolégica.

Al inicio de este reporte, mencionamos unas de las propiedades basicas de los filtros en
Morfologia Matematica llamada Idempotencia. Lamentablemente las transformaciones de
base Dilatacion y Erosién no cumplen dicha propiedad. Sin embargo, es posible, a partir

de estas transformaciones, construir filtros que respeten dicha propiedad. Estas
transformaciones son la base de un conjunto de filtros mas complejos en el Analisis de
Imagenes.

Apertura y Cerradura Morfoldgicas.

Las definiciones formales de estas transformaciones estan dadas, tanto en el caso binario
como en el numérico (dada la relacién entre funciones y  conjuntos consideraremos de un
punto de vista general X como conjunto) por:

08(X) = £ 358(X) = [Xeaé] oB

y8(X)=0(e8(X)) = (-Xeé] BB e, (III 4)

Intuitivamente diremos que el Cerrado de X por B serd el complemento del area barrida por
B cuando éste se encuentra completamente al exterior de  X. Mientras que el abierto de X por B
sera el area barrida por B cuando  éste se encuentra complietamente al interior de X. La figura
(111.8) ilustra estas definiciones, mientras que la figura (lil.7) muestra sobre una imdgen real
(granos de café), la Apertura y Cerradura morfolégica utilizando un elemento estructurante
hexagonal de tamafio "4". Al igual que la Erosién y la Dilatacion estas transformaciones no
conservan ni la conectividad ni la homotopia de la imagen inicial. La particulas (hoyos resp.) mas
pequefias (pequefios) que el elemento estructurante son eliminados por la apertura (cerradura
resp.). A diferencia de la Erosion y de la Dilatacién, estas transformaciones mantienen mas o
menos la forma de la componente mas grande quel elemento estructurante. Cabe decir, que ni la
Apertura ni la Cerradura son transformaciones iterativas.
Las propiedades siguientes son verificadas por estas dos transformaciones

© CERRADURA MORFOLOGICA. APERTURA MORFOLOGICA.
XcY=psX)c fpé(ij o yecrvs(Y)
X< ea(X) o S - Xove(X)
peeX)=0(X) . 7o ¥0=yX
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Apertur

Elemento

Estructurante
en el Interior de X

Figura(lll},e);-‘(a) Iméagen inicial X y Elemento estructurante. (b) Apertura de X.

La imagen de una transformacién idempotente ¥ se le conoce como la clase invariante de ¥
~ y se escribe 8y . De esta manera, para todo MeBycp, ¥M=M .

111.3.- Granulometria.

Pudimos observar sobre los ejemplos mostrados que la Apertura Morfolégica desaparece las
componentes conectadas mas pequefias quel elemento estructurante utilizado. Pareciera posible

entonces "tamisar’ un conjunto por medio de esta operacién utilizando una familia de elementos

estructurantes cada vez mas grandes. Es en efecto la nocién de granuiométria que nos permite
“tamisar”" conjuntos o funciones de la misma manera que uno lo haria fisicamente. Un conjunto de
Axiomas propuestos por G. Matheron permiten formalizar esta nocién.

Definicién 111.3.1.-Sea (¥)),.g. una familia de transformaciones dependiente de un parametro
- Gnico A positivo. Esta familia constituye una Granulometria ssi verifica las tres propriedades
siguientes:

)V N e R*, ¥, es creciente.
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(b) Cerradura Morfoldgica de la imagen granos de café.

Figura(lll.7).- Filtros Morfoldgicos de Base. () Apertura y (o) Cerradura.
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(i) ¥ N € R*, ¥, es anti-extensiva |
(i)Y \p)e R, ¥\ ¥, =¥, ¥, = ¥Vmaouw

La ditima propiedad implica la idempotencia. Se puede mostrar que si B (elemento estructurante)
es un compacto convexo, la familia de aperturas por homotéticos (AB),.g. de B es una
Granulometria. Para la utilizacién de estd herramienta no es necesario introducir el concepto de
particula. En efecto, a diferencia de operaciones usuales de "tamisado”, que no se pueden aplicar
en medios continuos, la Granulométria no esta asociada a la nocidén de componente conectada.
Iguaimente se puede realizar una Granulometria sobre el complementario X° de un conjunto X.
Esto es lo mismo que realizar Cerraduras (en lugar de Aperturas) sobre X, lo que se conoce como
anti-Granulometria. Este tipo de Granulometria permite obtener otro tipo de informacién de la
estructura a analizar. En efecto, la Granulometria nos da informacion de la distribucién de
tamafos de particulas, mientras que la Anti-Granulometria nos dara informacién de la reparticion
espacial de la estructura.

Con el fin de poder comparar dos medios diferentes (Caso muy comin especialmente de Ciencia
de los materiales e Imagenes Médicas), se pueden definir las siguientes funcionales;

Funcién de Distribucién Granulométrica F(AB,X) y F(AB f(x)) para el caso de imagenes bmarlas y
funciones respectivamente:

| oo jz 1a8(f00 )X

FONB,X) = HELEEED)  F(NB, ) = =

fz 1“(x)dx
y la funcién de Densidad. Granulorhétﬁca .g.(kB,X) y g(A_.B,f(x)) definidas por:
gOB.X) = SFOB.X) - gONB.0) = SFOB. o) | -'

Muchos casos de aplicacion son ya realizados y reportados en las referencias [11,[2],[4].

R ]

1il.4.- Elementos Extremos.

Cuando se describe un elemento X € p(E) por medio de un estudio de su evolucién cuando se
aplica una familia de transformaciones del tipo Erosion o Apertura (], es interesante observar {a
Glitima etapa de la evolucion. Damos a continuacion dos casos interesantes, los cuales han sido
utilizados frecuentemente en aplicaciones reales (principalmente el primero).
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Definicién llL.4.1.- Ultimo Erosionado. Consideremos una familia ,decreciente de parametro A
positivo, con £, =/ ( | siendo la identidad). Consideremos por otra parte la clase de elementos
del conjunto potencia ¥(Amax) haciendo variar A entre [0, Amax] y tal que

Exmax =D
y £)decrece conforme A aumenta. Limaremos Ultimo Erosionado de X el conjunto:
Uo(X) = €u(X) : = Sup{\: ex(X) = &}

con Xe 9(xmax) .

Esta definicidn tiene un caracter Global mas que Local. Daremos otra definicion que considera un
aspecto Local. Sin enbargo, puesto que la introduccion de este concepto puede ser mejor
entendida después de introducir las transformaciones geodésicas (capitulo Vi) dejamos para ese
capltulo su presentacién. Solo diremos que a diferencia del la relacién entre la definicién (111.4.1) y
el maximo global de la funcién distancia, eh este caso existe una relacion con los maximos locales
de la funcién distancia.

Definicién 11l.4.2.-Elementos Criticos de una Granulometria. Vamos asociar a ¢ada Granulometria
sus elementos Criticos. Sea el conjunto X. Diremos que es critico para A=An cuando:

)\<)\n==>'y)\(X)¢® )\>)\n==>'y;\()() Q y)\n_Sup{)\ (X) = D}

cuando AT Ny = v 4 yan tenemos vn(X) = A {7a(X): A<\ } =Mny por idempotencia de

la Apertura y»,(Mn) = Mn. Puesto que nosotros savemos que los invariantes (conjuntos que no

cambian después de ser transformados) B Bx para todo A<An, Mn es invariante para toda
Apertura mas pequefia que n:

A< Ap = yA(Mn) = Mn A> A= ya(MM) =&

Al contrario, Y Mn € p tal que la Apertura Mmax(Mn) & corresponde a \p, p (O, AMmax]
tal que Mn es cntlco para An. :

III.5._- TRANSFORMACIONES DE BASE. EROSION Y DILATACION MORFOLOGICAS.
CERRADURA Y APERTURA MORFOLOGICA.(Un punto de vista Algebraico).

En las secciones anteriores definimos tanto la Dilatacion, Ia Erosion , la Cerradura y la Apertura
morfoldgicas, dando algunas propiedades bdsicas de estas transformaciones, asi como una
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interpretacion geométrica de las mismas. En esta parte, mtentaremos dar nociones algebralcas de
dichas transformaciones (bien que algunas fueron ya mencionadas).

11.5.1.- Propiedades Algebréicas.

Dilatacién y Erosion:

La relacién siguiente, muestra que la dilatacién es conmutativa y asociativa. Bajo esta operacion
el conjunto p(R?) tiene una estructura de monoide conmutativa. Mientras que la Erosion tiene es
ho abeliana.

SB(X) XEBB-U Xx = \J UB

xeB XEX xeX
yeB
........................... (1.5)
Sy@)=XD{0} =X 8 0 (X) = X {x} = X«

con {0} siendo el origen elemento identidad. Para todo X & R?;8(X),€x(X) son los
transladados de X por x. Esto significa que la Dilatacion y la Erosion son invariantes bajo
translacion. _

Distributividad.
La Dilatacidn distribuye la Unién. Entoni:es podemos escribir:
s[B'U 5) =880y
Lo que implica las siguientes relaéip'héS' apoyados en la dualidad:
3[BUB’] =080y
e8(XN2D) =es(XINEBZD) iverenvenninnns (n.e)
8[BUB/] = sBU__gB/

estas relaciones tienen una implicacion tecnolégica enorme. Veremos En [3] puede verse su
importancia practica.

Podemos caracterizar facilmente una familia Wa dependiente de un parametro A positivo generada
por dilataciones y compatibles con cambios de escala:

9100 =00(2) =7(5a(3]) =00

Apertura y Cerradura Morfoldgica.
De acuerdo con la ecuacién (I1.4) y tomando la desigualdad,

gY)<e(V)=>VYe g se(V)<Y
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de la misma manera, tomando en (11.4) ; |
Y=8(X); X<ed(X) VX e g

Usando los simbolos anteriormente definidos para la Apertura y Cerradura morfolégica tenemos
que ¥,p son idempotentes. Por ejemplo, €8>/ = yy=0¢8¢>3¢, pero Y es anti-extensiva

entonces YY <Yy de este modo el resuitado deseado.

Sabemos que la Apertura y la Cerradura Algebraica son caracterizadas por sus dominios de
invarianza. Veremos que pasa en el caso morfolégico.

Tenemos que Y= O€ y si B es un abierto por Y, i.e. {{B)=B => 8 ¢ 8, (dominio de invarianza) es
del tipo B=38(2)VZe g . Inversamente, si Z es un elemento arbitrario de g entonces, por
extensividad de la Cerradura y8(Z) = 8¢8(Z) > y(Z) y puesto que Y es una apertura y(Z) < 8(Z).
De este modo, la familia B'y de conjuntos invariantes de la apertura morfoldgica es la imagen de

d(p) de p bajo 6.
Resumiendo:

Teorema i1.5.1.- Los productos Y= 8 € , ¢ = € 8, definen respectivamente una Apertura y una
Cerradura Morfologica sobre el latice . La clase de conjuntos invariantes de la prlmera es fa

imagen de » bajo 8, y para la segunda la imagen de o bajo €.
Esta transformaciones son: :

~ y8(X) - X (9a(X)> X) Anti-Extensividad (Extensividad).
vXcY, va(X) cva(Y) (98(X) D @s(Y))  Crecientes.

v8(Y8(X)) = Y8(X) (<PB(<P§(X)) = pg(X)) Idempotentes.

Teorema l1.5.1.- No existe ley de grupo, admitiendo una inversa, que sea idempotente. Sea * |a ley
de grupo talque;

V*¥ =¥ ysea ¥ lainversa de ¥, entonces \P*\i:ly VW=V =V =/

La propiedad de idempotencia de las transformaciones (filtros morfolégicos) no puede proveer a

las mismas, de una estructura de grupo.
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IV.- OPERADORES DE CONTRASTE.

En diferentes casos practicos , se require definir de una mejor manera regiones de interés de la
imagen o mejorar su contraste con respecto a otras componentes (regiones) de las imagenes. La
M.M. provee de toda una gama de transformaciones. Describiremos aqui las principales y
mencionaremos algunas extensiones a las mismas, cuando se den la nocién de transformaciones

geodésicas.

Gradiente Morfolégico o de Beucher:

El Gradiente Morfolégico (o de Beucher 1984) de una funcién "' esta definido por;
grad(f) =lim (f-si(—’)z%ew] e (IV.1)
r—0 .

donde Br es una bola de radio “r". Es posible definir dos versiones reducidas del Gradiente
Morfoiégico: : :

f - f-
grad*(f) =lim [63’(')') ~ grad (f) =lim ( "’Bm]
llamados respectivamente Gradiente Externo y Gradiente Interno. En el caso discreto tenemos:

grad(f) = 6s(f) — £8(f)

donde f sera definida en 22‘y sus valores en Z'y B un cuadrado, Hexagono, Linea (gradiente
direccional),.. de tamafio "1" ( en principio ). Se puede mostrar que este Gradiente Morfoldgico es
igual al médulo del gradiente de “f' (supuesto continuamente diferenciable [6] pagina 47). la
figura(lv. 1) ilustra esta transformacién. ,

Transformacién por TOP-HAT (chapeau de Forme, Sombrero de Copa).

Esta nocidn fué introducida por F. Meyer (1979) [7] la cual permite detectar picos (resp. Valles) de
cierta altura de contraste y de cierto espesor, 10 que corresponde a zonas claras (resp. obscuras)
y estrechas. Dado un Elementos Estructurante B de tamaiio "r" (radio de la base del TOP-HAT), se
define de la manera 5|gu1ente :

HAF(H = Um\(f-ve()), para detectar zonas claras. ... (Iv.2)

[ resp. HAF = Um, (ps(f) - f] , para detectar zonas obscuras)
donde Um es el umbral calculado a la altura A como se muestra en la figura (IV.2) el cual puede
omitirse permitiendo una seleccién de regiones por la talla (granulometria) de las regiones de

interés. Muy frecuentemente, las regiones extraidas por estas transformaciones son filtradas en
funcién de su contraste por un umbral de los residuos de aitura A, parametro de contraste o de
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(b) Gradiente Morfoldgico aplicado sobre ().

Figura(lV. 1).- Gradiente Morfoldgico o de Beucher.




altura del TOP-HAT. Esta transformaciones tienen, como puede observarse, caracteristicas
granulométricas permitiendo clasificar las regiones de la imagen tanto por tamafio como por altura

de las mismas.

En la figura (IV.3) mostramos el TOPHAT sobre una imagen bastante ruidosa y mal contrastada. Ei
objetivo era el de poder detectar el semircirculo que apenas logra verse. En la parte final del
trabajo se presenta el procesamiento completo.

/f(x) 4

Figura(iV.2).- Tranformacién por TOP-HAT. -

V.- FILTROS ALTERNADOS SECUENCIALES, FILTRO AUTOMEDIANO SUP-FILTRO vy

INF-FILTRO.
_Filtros Alternados Secuenciales.

De un punto de vista experimental, estos filtros aparecieron en los inicios de los 80 con
los trabajos de Sternberg. Su caracterizacion fué realizada por J. Serra [2]. Su aplicacion
consiste en- realizar Cerraduras (resp. Aperturas) y Aperturas (resp. Cerraduras) de manera
alternada y con un parametro de homotecia creciente A (AB siendo el elemento
estructurante). La potencialidad de estos filtros se ha mostrado con el tiempo con la
resolucion de muchos problemas reales en imagenes médicas, de materiales, ... de tal manera
que son, en estos momentos, de las herramientas mas utilizadas por los MORFOLOGOS para
problemas de filtrado y seleccion de marcadores. Definiremos dos tipos de filtros bajo estos
principios, cuya utilizacion para un problema dado depende claramente de un conocimiento
practico en andlisis de imagenes.

M(X)=vipi®e®e 72?271(01_()()

NiX)=orvi ’_" . ¢272¢171(X)
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Figura(lV.3).- Transformacion por TOPHAT,




donde las familias Mi y Ni consisten de Aperturas y Cerraduras Morfolégicas por
elementos estructurantes convexos homotéticos. La diferencia entre utilizar, por ejemplo, un
filtro Mi(X) (o Ni(X) y un filtrado dado por Aperturas y Cerraduras puede ser muy importante,
En efecto, al realizar un filtrado  del tipo Mi serd menos destructivo que el otro, puesto que al
realizar  inicialmente un pequeno filtrado del tipo alternado, Apertura - Cerradura  permitira
eliminar pequefias zonas claras y unira otras estructuras mas  grandes que seé encuentren
cercanas. Este criterio de tallay vecindad se ira incrementando paulatinamente hasta realizar
la secuencia Apertura - Cerradura de talla "i". Dos observaciones practicas pueden ser
realizadas. Por una parte, la construccion de estos filtros es bastante simple (una vez que se
tienen las operaciones Cerradura y Obertura). Por otra parte, si la talla del elemento
estructurante (homotecia) es grande, el tiempo de «calculo puede ser igualmente,
considerablemente grande (principal inconveniente de estos filtros). En el capitulo (IX) damos una
aplicacion de este tipo de filtro.

Centro Morfolégico y Filtrado Autodual.

La diferencia entre los filtrados por convolucion, los cuales son necesariamente auto-duales (
(-fi*g=-{f*g), con f y g funciones reales), y los filtros morfolégicos, es que estos titimos tratan de
una manera diferente la imagen y su complemento. En la practica, esta selectividad es
frecuentemente encontrada; nos permite por ejemplo extraer detalles luminosos sobre regiones
obscuras. Sin enbargo, podemos faciimente imaginar otras situaciones en las cuales nos gustaria
separar dos componentes, una de las cuales es algunas veces mas luminosa y otras veces més
obscura que otras regiones. Es el caso cuando queremos eliminar ruido. Nos gustaria entonces
usar la auto-dualidad y al mismo tiempo retener las ventajas del filtrado morfologico;
independencia con respecto a anamorfosis, no proliferacién de tonos de gris, ...

Proposicion V.1.- Para un conjunto arbitrario E, sea o el latice completo de aplicaciones
crecientes de p(E) — p(E) asociadas con la unién y la interseccién en p(E) . Entonces p’ es
también un inf semilatice completo para la relacion de orden oi;

//\T1 >INV,
IAVAS' <I\/\I’2

Vi,¥V2ep’; Via¥r = {
En este semilatice el Inf de una familia {Wi} es llamado el centro morfoidgico de los Wi y se escribe

pemvisineyolv ) vy e nly )

Este tipo de transformaciones son crecientes y con Dualidad [6]. Sus caracteristicas de filtraje son
cercanas al filtrado por mediana con la ventaja de no producir oscilaciones. Los siguientes tres
filtros son clasicos en morfologia matemdtica.

8=(ANesyses)V vBpBYSE

B.=(Apsy808)
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8. =V vBoBYB)

En la figura (V.1) se muestra la aplicacion de filtrado 8 para la eliminacion de ruido granular,
mientras que en la figura (V.2) se muestra la aplicacion de g8, utilizado para la eliminacion de
zonas claras para eliminar su possible interaccion cuando se realize un filtrado posterior (figura
(v.3)). ' '

Vl.- TRANSFORMACIONES POR RECONSTRUCCION, GEODESICAS Y CONDICIONALES.
ADELGAZAMIENTOS Y ENGROZAMIENTOS.

Cuando se interesa uno en las operaciones morfolégicas ligadas a la conectividad, conviene
inicialmente remarcar que se trata de una nocion conjuntista, que se debe al primer "Jefe" de la

‘ Morfologia llamada binaria, o todavia mas el conjunto potencia 9(E) de nuestro espacio de

trabajo E Serra et all [8]. Es necesario notar igualmente que es posible orientarse en des
direcciones diferentes et “imcompatibles”. La primera se centra sobre las operaciones que
preservan la conectividad, la segunda se aplica sobre todo conjunto X c E eliminando
componentes conectadas de X 0 X°. Presentaremos en esta parte las dos vias posibles.

VI.1.-Esqueletos Homotépicos y Transformaciones Condicionales.
(Transformaciones de Todo o Nada (Hit and Miss). )

sea X cR? un conjunto conectado y "x" e "y" dos puntos de X. Consideremos dos caminos
diferentes C1 y Cz uniendo "x" a "y". C1 y C2 son llamados homotdpicos ssi es posible pasar de

C+ a C2 mediante una sucesiéon continua de transformaciones continuas y reversibles. Por ejemplo
en la figura(Vi.1) los caminos Czy Cs son homotdpicos. Por el contrario C+ y Cz2 no lo son debido

" al hoyo. Es imposible entonces deformar continuamente C+ para obtener Cz. Se muestra que la

relacién de homotopia entre caminos de X es una relacion de equivalencia.
X serd llamado simplemente conectado ssi existe una y solamente una clase de equivalencia de
caminos entre dos puntos cualesquiera de X. Esto quiere decir que X es conectada y sin hoyos.

" Una transformacién ¥ : p(R%) — p(R?) es llamada homotdpica ssi

- WXcR? 3 6:R2x[0;1]——>R2, continua
oX,00=X
tal que - o . i
G(X, 1) = ‘I’()()

De una manera mas intuitiva, diremos que una transformacién homotdépica es una sucesién

~continua de deformaciones continuas y reversibles. Asi un conjunto simplemente conectado sera

transformado en un conjunto simplemente conectado, un conjunto con un hoyo , en un conjunto
con un hoyo, etc. Mas generalmente, si Xc RZesta compuesto de varias componentes

N
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conectadas (X")ieu.N] , el nimero y las posiciones relativas de estas Xi serdn preservadas para

X'y X (ver figura V),2).

-

Figura(VL.1)

@ .‘Iff

Figura(V1.2)
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Transformaciones de Todo o Nada (Hit and Miss).

Sea B = (B1,B2) un elemento estructurante compuesto (B1 relativo al objeto  y B2 relativo al
fondo). Se define la transformacién en Todo o Nada representado por "*' a partir de la

' érosioén de la manera siguiente;

C X*B=eg(XNep(X) e ee s seee e e s enre e semm e eees (VI.1)

Estas transformaciones permiten retener del conjunto X los puntos verificando ia
configuracion dada por (B1,B2). Por otro lado, es importante hacer notar que esta

transformacion no es, en general, ni creciente, ni idempotente, ni extensiva. Es utilizada
especialmente, para definir los adelgazamientos morfolégicos y engrosamientos.

Adelgazamiento y Engrosamiento.
Se define el adelgazamiento X ¢ B, de X por B:

X B =X/(X*B) B et e V12)
y el engrosamiento X< B8, de X pof B |

XoB = XU(X*B)  ————— (V1.3)

Esqueleto por Adelgazamiento.

El esqueleto por adelgazamiento se obtiene operando un adelgazamiento por B del conjunto
X , después iterando esta operacién un nimero de veces dado  por el tipo de trama utilizado. Por
razones de simplicidad demos el caso de la trama hexagonal y para un elemento estructurante

llamado L:

X X 0O O
L=l =|x 1 x,x x x
| X X X X

'

0 para el fondo.
X indiferente.
1 para el objeto. -

En este caso se realizan 6 operaciones rotando el elemento en /3 la secuencia de

operaciones es realizada hasta la idempotencia (no existan cambios en las imagenes).
Otro elemento estructurante llamado "E" es comunmente utilizado para eliminar los puntos
terminales. Su configuracién es la siguiente; '
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Figura(V1.3).- Esqueletos tipo L y tipo M, (sobre la imdagen 111.2)
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(C)Esqueleto fipo D. (granos de Café)

(d) Puntos terminales del Esqueleto L (a)

3{:igura(VI.zl].- Esqueleto tipo D (sobre imagen 1i.2) y Puntos Terminales del tipo L (q)



E=EnEx=|x 1 x,0 x 0

Esqueleto por Engrosamiento.

El esqueleto por Engrosamiento es, en lo que se refiere a él, principalmente utilizado
para producir el esqueleto por zonas de influencia o SKIZ (en ingles). Es definido en dos
dimensiones : : '

Sea XcR? un conjunto formado de n componentes conectadas {Xi;i=1,...,n} la zona de
influencia z(Xi) de Xi es el conjunto de puntos de R? que estan mas cerca de Xi que de
cualquier otra componenteX; = Xi.

20X = [xeRLV =i, dx, X) <dX, X)) o e e {V13)

esta transformacion es obtenida por engrosamientos homotdpicos y conservando
solamente los arcos cerrados. En la figura (V1.3) y (VI.4) se muestran diferentes transformaciones

‘homotdpicas usando diferentes elementos estructurantes (ver [1],[3]),[5] para las

confi guracuones)

Transformaciones Homotdpicas Condicionales.

A partir de las transformaciones descritas anteriormente es posible desarroliar un método para

cambiar la homotopia de un conjunto dado. Consideremos un conjunto no conectado como el
mostrado en la figura (VI1.5.b) y llamemosle Xnc. Sin entrar en detalles, dicho conjunto fué obtenido
a partir de la imagende la figura (Vi.5.a) utilizando la transformacién que se llama Bisectriz
Condicional. De esta se hablara en el capitulo siguiente por lo cual utilizaremos simplemente Xnc.
Por otro lado llamaremos Mascara M al conjunto inicial (figura Vi.5.a). Utilisaremos dicha mascara
M para modificar la homotopia de Xnc.

Procederemos de la manera siguiente; a) Se realizaran adelgazamlentos succesivos por el
elemento estructurante "L" sobre el conjunto M condicionados por el conjunto Xnc. De una
manera mas precisa, realizaremos la unién después del adelgazamiento de M con el conjunto Xnc;

(MoLYU Xnc =M,
M =[...[[[M*L]U Xnc] * LU Xnc....]

esta transformacidn se realiza hasta idempotencia. El mismo procedimiento es realizado utilizando
el elemento estructurante "E";

|M; e E|UXnc=M

- Pagina32



\/

lM‘[JE = [...““M"[J -EJUchJ 6EJUX

Se observa sobre las figuras (V1.5.c) y (V1.5.d) que la homotopia del conjunto transformado tiene la
misma que M, conservando las regiones dadas por Xnc. '

VI.2.- Transformaciones por Reconstruccion {Geodésicas). Operadores Conectados.

Criterio de Conectividad.

Este tipo de transformaciones han tenido un éxito enorme en flos ultimos  afios gracias a
recientes aportaciones en el C.M.M. tanto del punto de vista de aplicaciones, como del punto
de vista tedrico y de la algoritmica de las transformaciones. Para su introduccion daremos
unas definiciones  primordiales. La nocién de conectividad fué introducida por G. Matheron y J.

Serra[2] a partir de la definicion siguiente:

Definicién V1.2.1.- Sea E un conjunto cualesquiera, y p(E) su conjunto potencia asociado. Una
clase conectada ¢ ¢ p(E) esta definida sobre p(E) cuando

YD etyvVxeE, {xtet
(i) V familia {C;}en ¢, NC; 2B =UC, e ¢
Esta deﬁnicién conduce a ciertos comentarios:

a)- Esta definicién no esta fundada sobre una eventual topologia sobre E; es de una caracter
puramente algebraico.

b)- Se dlrlge a latlces booleanos del tipo go(E) 'y los puntos X & E, considerados como
elementos del conjuntc potencia, juegan sobre el un papel importante.

¢)- La conectividad introduce un orden sobre p(E) , seglin la cual B est mds pequefio que A
cuando todas sus componentes conectadas son también componentes conectadas de A. Este
orden permite construir inicamente un Inf- semi latice.
Sea {x unasubclase de C e ¢ que contiene un punto x

(x={CixeCc¢}

Entonces, VX e p(E)
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Figura(Vl.5).- (a) Imagen Qriginal, (b) Bisectriz Condicional de la imdgen (a), (c) Bisectriz
condicional conexa (usando transformaciones condicionales para conectarla) usando la
imagen original como conjunto Xnc., (d) imagen Original y Bisectriz condicional conexa.
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X)=U(C:Cet,xeCc X) . ettt eees (V1.4)

_ Formalizando este resultado;

Teorema VI.2.1.- Una clase conectada dada { sobre p(E) es eqmvalente a la familia {'Yx} X
pertenece a E de aperturas tales que:

VvxeE, yx({x}) = {x}
(ii) Yx(AN vy (A) = D = yx(A) = y/(A

(i)VAcEyVxeE, entonces xnoe A= yx(A)=J

La Obertura Conectada, puede ser generalizada al caso 'yy(X) donde Y noes un punto sino un
conjunto;

y(X)=U vx=U (UEC:Cet,XxeCX s (V1.5)
xeY xeY ‘

donde Y = X'== yy(X) = X

Es interesante notar que esta transformacién es frecuentemente aplicada en andlisis de
imagenes. Las transformaciones clasicas: a) Eliminaciéon de particulas tocando los bordes; b)
El andlisis individual (particula por particula); ¢) Analisis de Vecindad, ... son algunos
ejemplos para su utilizacién. Sin embargo, es posible aplicar este tipo de transformaciones
en otros problemas tales como el filtrado Morfoldgico y mas interesante en el caso de cambios
: de homotopia sobre las funciones.

. Transformaciones Geodésicas.

Vamos a introducir la nocién de transformaciones geodésicas [10]. Para ésto definimos
inicialmente la distancia geodésica. :

seaXcR? ,xe y dos puntos de X; la distancia geodésica d (x,y) entre x ety esta definida
por; |

dx(x,y) = inf{{Cx,), Cxy trayectoria uniendo x a ydentro de X}

si X e y no pertenecen a la misma componente conectada X, se tiene por convencion,
dx(x y)=co.

Sean dos conjuntos X e Y tales que Y X. La dilataciéon y la erosion geodésica de Y
condicional a X de tamano "'r" esta dada por;
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eX(Y) = {y & X:Bx(y,n & Y} = ex(ex(***(ex(YI))
YY) = (Y € X;Bx(y,DNY # B} = 5B ** (5 Y)))

r veces

donde Bx(x, r) es una bola geodésica definida por,

Bx(,n=4{ye X dxx.,y)sn

Observamos que la apertura definida anteriormente (eq. V1.5) esta construida por una dilatacion
geodésica; '

yv(X) = 6(Y) | R S (V1.7)

donde el exponente infinito, quiere decir que se dilata hasta la idempotencia. ElI conjunto
Y juega el papel de un marcador. De una manera similar, se extienden estos conceptos al caso
numérico. . ’ :

el@=inf(o}@).1)

o/(@=sup(cheps)

En este caso, se puede igualmente reconstruir una funcién “f* mediante una funcién marcador g
. Sig<f, setiene, , :

R,(g) = 67(0) e e (V1.8)

en la figure (V1.6) ilustramos esta transformacién.
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g(x)

- f(x)=recon{f,g}

/" @ / (b)

Figura( V1.6 ).- Reconstruccién Geodésica de f(x) por g(x)..(a) Funcién "' y "g"
{b).- Reconstruccion de "f" a partir de "g".

Mientras que en la fi gura(Vl 7) mostramos un caso real de aplicacion de este tipo de filtro (imagen
de una superficie de fractura).

Operadores Booleanos Conectados.

La regla de juego de este tipo de operadores consiste en eliminar o retener componentes
conectadas. Consideremos la definicién siguiente. ‘

Definicién V1.2.2.- Un operador ¥ : p(E) — p(E) se llama conectado cuando para todoA c E
la diferencia simétrica entre A y W(A) estd exclusivamente constltmdo por componentes
conectadas de A o del complemento de A, ’

En otras palabras, un operador conectado puede eliminar solamente granos o tapar hoyos. A
pesar de su nombre, este operador no preserva ni la conectividad, ni la homotopia. Un ejempio
clasico de este tipo de operadores se presenta cuando deseamos calcular una granulometria
mediante técnicas de Segmentacion de Imagenes y Anadlisis Individual de Particulas. En la figura
(V1.8) mostramos un ejemplo donde se eliminan las particulas que tocan los bordes de la imagen y
se tapan los hoyos de las particulas.
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Figura(V1.8) Eliminacién de hoyos y particulas tocando los bordes.

Proposicién _VI.2.1.- La clase de operadores conectados es cerrada bajo el Sup, Inf y la
composicion. , »

Vil.- ESQUELETO DE BOLAS MAXIMAS o MORFOLOGICO.

Hablar de esta transformacién ameritaria no solamente el capitulo que se le asigha, sino todo un
trabajo sobre este tema y estudios de investigacién. Fué BLUM, quien propuso dicha
transformacién que ha dado lugar ha muchos estudios tedricos y practicos. El primer
investigador, en M.M. que caractérizé dicho esqueleto fué C, Lantuejoul. Después G. Matheron
realizé un estudio topolégico de es transformacion para después ser implementada y entendida
correctamente en el caso de imagenes digitales por F. Meyer.

En efecto, el Esqueleto Morfolégico (por bolas maximas), es uno de ios modelos mas interesantes
en M.M. Para su descripcion usemos el concepto de bolas maximas;

Deﬂnicién: Una bola B incluida dentro de un conjunto X es llamada maxima ssi mo existe otra bola
B' de X conteniendola:

B, méxima <= VB c X;BcB' =B’ =B.

Desde un punto de vista de M.M., el Esqueleto morfolégico de un conjunto X, escrito Sq(X) es
definido como el lugar de centros de sus bolas maximas.
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Sq(X) =U {x e X;3r >0, B(x,nméaxima en X}
De esta manera, el conjunto X esta constituido por fa union de bolas maximasBi:

X=UB;,
Lantuejoul propuso el teorema siguiente para su caracterizaciéon un punto de vista de la M.M.:

SoX) =Y ) (o6 nee(era(X))}

Una version méas algoritmica esta dada por:

nmax
SgX) = U {exa(X)ya(ers(X))}
A>0
donde nmax es un entero tal que:

Enmaxs(X) = DYy 8(nmax+1)B(X> z.
conocido en M.M. como elemento extremo de los erosionados. Esta nocidn tiene un mteres

practico muy interesante. Dirijirse a [1],[2] para mas informacion.

A todo punto del esqueleto se le puede asociar el radio de la bola maxima correspondiente, Se
puede definir de esta manera una funcién llamemosie por el momento de extincién (quench
function en ingles y fonction d'étanchéité en frances);

SX)— R*
axy.
X — r,B(x,r) maxima

Propiedades Topoldgicas:

Para el caso de conjuntos abiertos (de un punto de vista topolégico):

*Existe conservacion del _m'lmero de conectividad N2(X).

N2(X) = N2(Sq(X)
- Remarca: El nimero de conectividad esta dado por N;(X) = #Objetos - #Hoyos

En el caso discreto, esta transformacién no respponde a las propiedades topolidgicas del
esqueleto definido en el ¢caso Euclideano: Homotopia, NUmero de conectividad y el espesor
unitario no son respetados. La figura (Vil.1) ilustra ésta transformacion.

Es posible a partir de transformaciones homotdpicas condicionales [9] o bajo ciertas técnicas
formales [2], conectar dicho esqueleto de manera que conserve la homotopia del conjunto
transformado (ver capitulo (VI)).

Una transformacidon derivada del esqueleto por holas mdximas es la llamada Bisectriz
Condicional, propuesta por F. Meyer. Sin entrar en detalles (referirse a [1),{7]) para mayor
informacién ), esta transformaciéon depende de un parametro "v", asimilable a la velocidad de
avance de un fuego de pradera (técnica utilizada para la obtencién de un esqueleto). De un punto
de vista mas intuitivo, esta transfomacion tiene tendencia a eliminar las ramificaciones del
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(b} Esqueleto por Aperturas {c) Bisectriz Condicional

Figura(Vill. 1) Esqueieto de Bolas Mdaximas y Bisectriz Condicional.
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esqueleto originadas por la perturbaciones en los contornos del objeto, asi como el tipo de trama
utilizado. Un estudio mas a profundidad de esta transformacién podria darnos informacién sobre
‘la forma real del objeto en tramas digitales. En la referencia [4] se muestran algunos resultados
que podrian ser utilizados para reaimente introducir un concepto de forma en la MM. Su
definicion algoritmica esta dada por:

nmax
SgX)= U {£x8(X))V6-1)8(ya(exs(X))}
A>O0 :

Un estudio frecuencial esta como planes de mvestngac:on sobre estas dos trasnformaciones, asi
como un estudio de forma. |

VIll.- MARCADORES Y LINEA DE SEPARACION DE AGUAS (WATERSHED). EL PRINCIPIO DE
SEGMENTACION DE IMAGENES Y CAMBIOC DE HOMOTOPIA. (PARADIGMA DE BEUCHER [6],[13]).

En los capitulos anteriores dimos una introduccién completa sobre diferentes transformaciones

morfolégicas. De todas las transformaciones mencionadas, nos interezaremos particularmente en
aquellas que utilizan para su aplicacién criterios de conectividad. Aunque se dié de manera
amplia la presentacidn de herramientas para el filtrado y tratamiento de imagenes, no se habié
sobre dos conceptos bien ligados y que forman una herramienta morfolégica muy importante en la
segmentacion de imagenes en la M.M. y los cuales hacen uso de cambios de conectividad a partir
de marcadores e igualmente de otra herramienta morfolégica llamada Linea de Separacién de
Aguas o Vertientes (watershed en ingles) [12]. Estas dos nociones juegan un papel primordial
cuando se utiliza la técnica de segmentacion de imagenes. Vamos a describir lo mas simple
posible estas dos nociones y descrbiremos mas tarde un aigoritmo bastante eficiente para su
implementacion y aplicacion.

El Marcaje Morfolégico v El Cambio de Homotopia de las Funciones.

Cuando las imagenes a tratar tienen una fuerte complejidad (forma, ruido, contraste malo, ...}, el
problema de segmentacion de imagenes puede devenir una técnica muy pesada para su
aplicacion e implementacién. En efecto, si se detremina un gradiente (por ejemplo), sobre una
imagen con estas caracteristicas (con el fin de poner en evidencia los contornos de las regiones a
separar), se tendra seguramente una sobre-segmentacidn (regiones cortadas), o una
sub-segmentacion (fusion de dos o mas regiones). Frente a estos problemas se podran realizar las
siguientes etapas (segln Vincent & Beucher);

(a).- Eliminar Ios segmentos no significativos del gradlente odelalL.S.A. Separarlas
regiones Ilgadas ‘
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(b).- Encontrar un buen conjunto de marcadores de las regiones a separar.

@és Imagenes a trata)

(parte Inteligente)

Marcadores

M(x) \ Pre-Tratamiento. Funcién f
) - -7
\' Funcién modificada
(Homotopfa Modificada) (Parte Automatica)
Extraccion de Contornca
Regiones)

Figura( ).- Principio de la Segmentacién de imégenes por medio de la L.S.A.

La segunda opcion pareciera mas interesante. El problema que se presenta evidentemente y que
en general no es trivial, es el de poder por medio de transformaciones morfolégicas, encontrar
este conjunto de marcadores. En efecto, bajo esta perspectiva, segmentar una imagen consiste a
poner en evidencia un conjunto de marcadores M que designan los objetos o regiones a extraer
dentro de una imagen et una funcion "f' cuantificando las transiciones entre estos diferentes
objetos. La funcion "f' es entonces modificada por reconstrucciéon geodésica, con el fin de
producir una nueva funcién teniendo como minimos el conjunto "M". Después, la aplicacién de la
L.S.A. es directa. La figura (VIIl.1) resume [0 anteriomente dicho, mientras que enseguida
clarificamos este procedimiento. '
Hablar de la forma de encontrar estos marcadores sale fuera del contexto de este curso (puesto
que la seleccién depende de cada tipo de imagenes). Haremos entonces la hipétesis que se tiene
un buen conjunto de marcadores dado por una imagen m(x) (valor 0" si no existe el marcador y
“1" en el caso contrario). Se construira una imagen numérica de la manera siguiente: '

M(x) = { Nmax (255 por ejem_plo) si m(x)=0

0 si m(x)=1

En la figura (VIII.2) mostramos la imagen inicial f{x) (Ia cual puede ser una imagen gradiente, una
imagen Gradiente, una imagen TOP-HAT, ...). Construiremos a partir de esta funcién y de m(x) una
nueva funcion que llamaremos f(x) dada por:

_ | fx) si m(x)=0
reo= { Osimp)=1
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En la figura(Vlll.2) mostramos las imagenes (funciones) f'(x) y M(x). Enseguida se realiza una
secuencia de transformaciones para imponer los minimos de M(x) a f(x);

eﬂ(M) Sup{M® B, f(x)}
donde B es un elemento estructurante isotrépico {(disco, cuadrado, hexagono,...). Se reahza esta

operacion hasta la idempotencia para obtener una nueva funcién que llamaremos "funcidn
modificada fm(x);

Fm(X) = £ (M)

E! resultado final se muestra en la figura(Viil.3).

4 ) S |
(a) / o - M)

f(x)

fm(x)

_ _ . |
Figura(Vill.2) (a)Funcién inicial. (b) Funcion f'(x) y M(x). (c) Funcién modificada fm(x).

La Linea de Separacion de Aquas o Vertientes L.S.A. (Watershed).

La manera mas intuitiva de describir la L.S.A. es a partir de una superficie topografica agujereada
en los minimos (realizado este procedimiento de la manera anteriormente descrita por ejempio).
Enseguida, se realfiza un proceso de inundacion de las vertientes asociadas a cada minimo. Este
proceso se realiza empezando por los mas profundos hasta llegar a la superficie la cual va
inundarse progresivamente. Se construye un dique en todo punto donde las aguas provenientes
de dos minimos adjuntos prodrian unirse. En la figura (VIil.3) se muestran los diques construidos
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(L.S.A.) asi que 3 minimos vecinos. Finaimente en la ﬁgufa (Vlil.4.a) y {VIiL4.b) se muestran la
funcion modificada y l1a L.S.A.

LSA.

Minimos de la funcién.

Figura( VII1.3).-LInea de Separacién de Aguas’.

(b)

F.igura (Vil1.4).- Linea de Separacién de Aguas. (a) funcién modificada. (b) L.S.A.

Un ejemplo practico sobre una imagen numérica se muestra en la figura (VII1.5). Mientras que en la
figura (Vill.6) se muestra otro caso de aplicacién sobre imagenes binarias (aunque la L.S.A. se
aplica sobre la funcion distancia de dicha imagen) para la separacion de particulas que se tocan ¢
se traslapan. El watershed se aplico sobre la funcidn distancia modificada por un filtrado del tipo
alternado secuencial con el fin de evitar un sobre segmentacion. Este ultimo caso es mostrado en
la figura (VIIL7). '
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(b).- Separacion de Particulas (con fittrado) por medio de la L.S.A.

Figura(Viil.6) Separacion de Particulas por medio de la LSA.
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(b).- Separaciéon de Particulas (con filtrado) por medio de la LSA.

Figura(VIll.5) Separacidn de Particulas por medio de la L.S.A,
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IX.- HACIA UN CONJUNTO DE TRANSFORMACIONES MAS ELABORADAS.

El objetivo de este capitulo es el de presentar un conjunto mas amplio de transformaciones
morfolégicas y a su vez mas elaboradas en su implementacién. La presentacion no se desarrolla
en una linea dada, sino en diferentes direcciones con el fin de dar un panorama mas amplio de lo
que es la morfologia matematica.

Ultimos Erosionados.

Una segunda definicion del ultimo erosionado (ver def. 111.4.1), toma encuenta |a eliminacién,
durante el estudio de la evolucion de las erosiones, de las componentes conectadas que
desaparecen en el curso de erosiones succesivas. Las llamaremos Ultimos erosionados y se
definiran por;

Definicién IX.1.- Sea un conjunto X. Los Ultimos Erosionados aparecen en el curso de una
sucesion de erosiones de X de tamano A ( AB) y constituyen la unién de componentes conectadas
YA{X) que desaparecen cuando se realiza una operacion de tamafio A+1. Sea YA el erosionado de
tamafio ABy YA+1 el erosionado de tamafio A+1 .

Yi = &exs(X) ; Yas1 = e0u1y8(X)

Los ultimos erosionados de la etapa A pueden ser obtenidos por diferencia conjuntista entre Yiy
Y'i, donde Y'i es el conjunto que proviene de la reconstruccion de Yi utilizando Yi+1 como
marcador. La union sobre A permite encontrar los tltimos erosionados de X:

ueo =y (Yo Yot

El conjunto U(X) permite encontrar los marcadores de las componentes convexas principales de
una imagen. A partir de este conjunto es posible separar las particulas que se recoubren o que se
tocan (ver figura ( 1X.1 })).

Descomgosicién y Reconstruccion . Esqueleto de Bolas Maximas.

La definicion de esqueleto por bolas maximas fue dado anteriormente asi como un conjunto de
propiedades topoldgicas en el caso binario (conjuntos). La misma definicién puede ser utilizada
en el caso numérico. Consideremos una imagen numérica "I{x)". La determinacién del esqueleto
numérico se hace remplazando la diferencia ensemblista "/" por la substraccién y la unién por Ia
adicién. Podemos de esta manera defnir como en el caso bmarlo. un esqueleto numérico no
conectado.

El método es el siguiente;
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Sea (Zi) una familia de conjuntos binarios definidos por:
Zo=X ) Zn = (Zn~1 @ B)U(Zn-1/(zn—1)8)
entonces: Sq(_)()_ =Zo |

En el caso numérico (imagen "I'):
{Zi) es una familia de imagenes numéricas

Zo=1 ; Zy =(Zp1 © B) +(Zn-1 = (Zn-1)8)
entonces: Sq(h) =2Z-
Consideremos los residuos del esqueleto en cada etapa del calculo. Tomamos un elemento
estructurante isotrépico (disco,hexagono,cuadrado,...) de tamafio elemental "1". Estos residuos

son de hecho los TOP-HAT de los erosnonados sucesivos de la imagen "I". Expresamos "I" en
funcién de estos residuos.

Sea "I'" una imagen. Escribimos O€, la apertura de tamafio "1" de esta imagen.

I =(I-5¢) +b¢
reiterando este procedimiento:

I=(-6¢e)+ 5[(!— o€)e + 6[(/-— de)e? + 6[(/— de)e + °°'+6s"]]]
Llamaremos (/ - 6¢)”" el residuo de “I" de orden “n". -

Observaciones:

1).- Esta transformacion permxte extraer en cada etapa los picos de contraste (recordar el
TOP-HAT).

2).- Esta tranformacién permite filtrar por algin otro procedimiento (filtrados lineales por
ejemplo) adaptado al tamafio de la estructura. '

3).- Esta tranformacién permite comprimir la informacién.
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Morfologia Direccional.

La Morfologia Matematica se ha transfomado en un ciencia muy interesante en Anélisis de
Imégenes gracias a sus conceptos y a su metodologia particularmente adaptada a los problemas
de filtrado y segmentacién de imagenes. Aqui el estudio y la caracterizacién de la anisotropia
presentan una importancia primordial. En [14] se presenta un estudio completo de métodos que
permiten caractérisar la anisotropia de estructuras frecuentemente encontradas en la realidad.
Todas las transformaciones anteriormente descritas son correctas para cualquier tipo de
elemento estructurante. Entre toda la gama de estos conjuntos, lo siguientes conocidos como
lineales conforman una parte interesante

ololo ololo oloJo ololo
ol 11 o171 ol 10 0l 1]0
0] 0|0 NINE o] 110 [ o[0
—> ~a v 4
ololo 1100 ol1lo] olol1
11 1]0 01 1|0 0f 10 ol 10
0f{ 0[O0 0f O[O0 0{0jo] 0} 0jo
<« % 4 Y

Este tipo de elemento estructurante nos permite extaer caracteristicas con una orientacién bien
definida. Que se trate del Gradiente Morfoldgico, TOPHAT, Cerradura y Apertura Morfoldgica, ... su
aplicacién es la misma utilizando el elmento estructurante adecuado. Un ejemplo de aplicacion se
muestra en la figura(iX.2). EI objetivo consistia en la deteccién de la regién semicircuiar (la
deteccién final se indica sobre la imagen original mediante un segmento de recta). Inicialmente se
aplicé un tophat isotrépico con el fin de mejorar el contraste de la imagen y extraer de la mejor
manera posible la estructura de interés. Después se aplicd sobre el tophat un filtrado direccional
del tipo dado por la configuracion (3). El resultado se muestra en la figura(iX.3) donde se observa
la eliminacién del ruido y dejando solamente las regiones con una fuerte correlacion espacial. Un
reconstruccién geodésica permite encontrar correctamente la estructura para su marcaje

- posterior como mostrado en ia figura(iX.2).
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(Q) Transformacion por TOPHAT
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